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FÉNYES TAMÁ S-SÁRI JÓZSEF
Periódikusan változó közgazdasági folyamatok 
A gyakorlati tapasztalatok azt jelzik, hogy a gazdasági folyamatok tartam­
idő-sorainak elemei szoros kapcsolatot mutatnak
- egyrészt a közvetlen megelőző időszak,
- másrészt egy teljes egységnyi elszámolási időszakkal (évvel) előbbi
azonos időintervallum
adataival. Ilyen folyamatnak tekinthető többek között
az áruforgalom (értékesítés, beszerzés)
- a termelés (és költségei)
- a fogyasztás
- a pénzforgalom (bevétel, kiadás).
A jelen cikkben megvizsgáljuk, hogy a tartamidősoroknak ez a tulajdonsága
milyen feltételek között használható fel gazdasági előrejelzésre, egyben meg­
adjuk a folyamatok általános matematikai megoldását, és végül bemutatjuk
a módszer gyakorlati alkalmazását számításaink eredményeinek közlésével·
1. A probléma felvetése 
A tartamidősorok közötti kapcsolatokra vonatkozó fentiekben megfogalma­
zott állításunk általános formában az alábbi egyszerű összefüggéssel fejezhető
ki:1
(1) bnt e = 4x nt e bnt o n) bnt o 1) 
bnt o 6 o 1) 
ahol
b a forgalmi folyamat
Mx a fejlődés várható (becsült) ütemeltérési együtthatója
az idő általában
6 az éven belüli periódusok száma a t-szerinti időegységbekben ki­
fejezve.
Az (1 )-ben felírt egyenlőség lényegében azt fejezi ki, hogy két egymást kö­
vető időszak adatának hányadosa azonos az 6 periódussal későbbi két egymás
utáni intervallum forgalmának láncviszonyszámával. Eltérést csupán az cx(t)
együttható okoz, amelynek az a szerepe, hogy a fejlődésben várható ütem­
eltérést a t-edik időszakban kiegyenlítse a (t - 1 )-edik időszakhoz képest.
1 A kifejezés 11 ' Mr s Á6s odé űM láncindex-rnódszer egy speciális egyszerűsített formája.
] Szigma 1977/1- ~
2 FÉNYES TAMÁS-SÁ.RI JÓZSEl!'
A gyakorlatban adódhat az a feladat is, hogy egy teljes periódushosszal eltolt
összefüggésből végezzük el a számításokat. Ekkor matematikailag (1 )-gyel
teljesen egyenértékű összefüggést írhatunk fel.
Azaz:
bnt o J)
F(t) = o:(t)---- F(t - n) 
F(t-n-1) 
Az átalakítás mennyiségi változást nem eredményez, minőségileg viszont
kifejezi, hogy az 6 periódus-különbséggel rendelkezésre álló adatok hányadosai
között ugyancsak az o::(L) hozza létre az egyenlőséget.
Miután az bnt e várható (becsült) érték, s a megelőző b nt 1), bnt · 2), ...
adatok mind tapasztalati (tény-) számok, a prognózis minősége nagyban függ
az o::(t) értékének helyes megválasztásától. Ezért az o::(t) együtthatóval kissé
bővebben foglalkozunk.
Az o::(t) az empirikus adatokhoz viszonyított ütemmódusulást jellernző
együttható, arnely az utána, következő törLkifejezésLen megfogalmazott vál­
tozás (dinamikus v iszonyszám ) helyesbítésére szolgál. Feltételezzük, hogy
F(t) értéke Ji'(t -  1 )-hez és F(t - n)-hez képest nem kizárólag egy múltban
végbement változás arányában módosul, hanem hatással van rá az az ütem­
különbség is, amennyivel a népgazdasági vagy vállalati tervekből illetve
annak teljesitéséből következően nagyobb vagy kisebb volumen- és ár, illetve
ezek együttes eredményeként értékváltozás várható :.ikövetkező időszakban.
Lényegében a í.endeciaszcrű ütemváltozást értjük ezen a helyesbítő tényezőn.
Ebből következően felfogható úgy is, mint 1 ugalmassági mutató, határérték.
Ilyen lehet pl. ha a lineáris trendben rneghatározot.t elemek között.i állandó
különbségek arányának változását a trendből következő várható értékekhez
viszonyítjuk. Ezt a megoldást akkor célszerű alkalmazni, ha rendkívüli ár­
változások következtében az árindexek közötti különbség nagysúga o::(t)-re
nem értelmezhető.
A fenti meggondolások alapján az o::(t) számszerűen két oldalról közelíthető.
Mégpedig:
a népgazdasági tervben megadot.t, a fejlődést jellemző dinamikus vi­
szonyszámokból illetve a tm vezeí.t volumen-ár- és érték indexekből:
- az évközi teljesítések alapján - a még hátralevő periódusok alatt el­
érhető, illetve végbemenő arányeltolódásokból.
Nagyságrendileg az o::(t) értéke .Z körül ingadozik, ahol az empirikus és a
várható ütem különbsége egy viszonylag kicsi Mnte nagyság. Azaz:
(2) o::(t) = l + e(t) 
k z o::(t) és így az e(t) empirikus idősora meghatározluitó az (l) összefüggésböl.
Ezeket a számított adatokat azonban két okból sem tartjuk alkalmasnak a·
prognózisok készítésénél. Először azért, mert értél<ükben nagymértékű és
a, jövőre nem vonatkoztatható - ingadozást idéznek elő a vóletlenszerűségek ,
másodszor pedig azért .mert a jövőre nézve új feltételek adódnak a népgazda­
sági vagy vállalati tervből a fejlődési ütem változására. Márpedig az o::(t)
értékének éppen ezeket a módosító hatásokat kell kifejeznie ahhoz, hogy el­
fogadhatóak legyenek a becsült értékek.
Az Á1nt e gazdasági tartalmát már meghatároztuk. Érvényesülésének idő­
tartamára azonban külön is figyelve, azt állapíthatjuk meg, hogy az (1) és
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az abból levezetett összefüggésekben szereplő tényezéík szorzatösszegei vég­
eredményben a (t - 1) időszakkal bezáróan tartalmazzák a folyamat értékbeni
(volumen- és ár-) változását az adott tapasztalati számok alakulása szerint.
Ily módon o:(t)-nek csupán a t-edik időszak helyesbítését kell szolgálnia. Ezt
pedig - amint előzőleg megállapítottuk ~- a tervezett (prognosztizált) érték­
változásnak az empirikus adatokban kifejezésre nem jutó különbsége adja
meg. Az Á1nt es ill. az 1:(t) tehát a becslések helyesbítéséül szolgáló tervezett
(prognosztizált) adatok várható értéke. Tekintettel arra, hogy a népgazdasági
tervek legkisebb idéíegysége általában az év, ezért ilyen esetben az 6 periódus­
ból álló idősor mindegyikére ugyanazt az a(t) várható értéket tudjuk csak
alkalmazni. Vállalati tervek (negyedéves, havi stb.) esetén lehetséges, hogy
valamennyi z-hez önálló a(t) érték tartozik. Ez a pontosabb becslés alapja.
Az ismertetett módszer ellenőrző számítása céljából természetesen haszos
lehet valamilyen trend- vagy regressziós függvény szerint is elvégezni a prog­
nózist. Ekkor a kapott Y(t) értékekhez hozzá kell számítanunk a szezonálisan
jellemző hibahatárnak megfelelő a(t) összeget (mennyiséget) is. Az általunk
végzett - és a 3. pontban ismertetett számítások szerint a(t) alkalmazása
esetén nincs szükség a szórási hiba, illetve a szezonindex alkalmazására, mert
az (l) kifejezésben mindkét módosító tényező kifejezésre jut.
Ha ugyanis feltételezzük, hogy az (l) összefüggésben szereplő hányadost az
1 ' 1 ' ' ' töbl .... ' . tk t tl t· l ( l b nt o n) 6 .iarrne y egeszszamu o oszorosere IS vona oz ,a· 1.a JU { p . , ;
f L±nt o6oűe 
Ft] - 2n) b) J 1 J ' d kb 'l k' h " 'cl" . ·1· Iél .--'--- '--- ; st . , at ror e 1anya oso o epez eto 1 osor JO szem e teti
bnt o 2n - 1)
az ütemkülönbség szezonális jellegét.
A továbbiakban részletesebb vizsgálat tárgyává tesszük az (1)-ben meg­
fogalmazott összefüggéseket. A kifejtés során feltételezzük, hogy az idősorok­
ban megmutatkozó periodicitás 6 bármilyen egészszárnú többszörösének idő­
egységére vonatkozhat A gazdasági folyamat tartalmára azonban fennáll
az a megszorítás, hogy homogén részeire vonatkoztatható az összefüggés, s csak
az egyes részadatok meghatározása után végezhető el összevonással a teljes
adatra a becslés. Pl. ha az árbevétel előrejelzését az egyes értékesítési irányok
szerint részletezik (belföld, külföld-Rb! és $ viszonylat), akkor a külön-külön
elvégzett számítások után összegezéssel állapíthatjuk meg a végeredményt.
2. A feladat általános matematikai megoldása 
Az alábbiakban az (1) egyenlet részletes matematikai diszkussziójával
fogunk foglalkozni, azt 6 tetszőleges egész értékére megoldjuk. (l) egy nem­
lineáris differenciaegyenlet, amelyet egyszerű módon lineáris egyenletre lehet
visszavezetni.
Közgazdaságilag nyilvánvaló, hogy a(t) > 0, b nt e > 0. Így képezve (l)
mindkét oldalának logaritmusát X(t) = log F(t) új függő változó bevezetésé­
vel az alábbi lineáris egyenletre jutunk.
(3) X(t) - X(t- 1) - X(t - n) + X(t - n -- 1) = loga(t).
l*
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Legyen 9nt e = 1 + t1nt es ahol !e(t)I <{ · s ekkor log 9nt e = log (1 + Mnt eh ~ Mnt e 
és azt kapjuk, hogy
(4) X(t - n - 1) - X(t - n) - X(t - 1)'+ X(t) = Mnt e 
A lineáris egyenletek elméletéből ismeretes egyrészt, hogy (4) egyértelmű
megoldásához elő kell írnunk X(t) kezdeti értékeit a t = -1, -2, ... o6s 
o6 o · időpontokban, ami nyilvánvalóan azt jelenti, hogy ismernünk kell
F(t) értékeit a bázisidőszakban. Másrészt (4)-nek az előírt kezdeti feltételeket
kielégítő megoldását megkapjuk, ha a (4)-hez tartozó homogén egyenletet
megoldjuk a feladat előírt kezdeti feltételei mellett és az így kapott megoldás­
hoz hozzáadjuk a (4) inhomogén egyenlet zérus kezdeti feltételeket kielégítő
megoldását.
Keressük a (4)-hez tartozó homogén egyenlet egy partikuláris megoldását
) 1 alakban, amelyet a (4)-hez tartozó homogén egyenletbe helyettesítve némi
számolás után a
(5) ;n+l - ]6 o ] + 1 = 0 
alakú karakterisztikus egyenlet adódik. (5) gyökei tetszőleges 6 esetén rögtön
felírhatók. Ugyanis
;fl+l - ;11 - ; + 1 = (; - 1) ($'1 - 1) = Ü 
egyenletből látjuk, hogy (5) gyökei az n-edik egységgyökök, ahol$= · két­
szeres gyök. A (4) -hez tartozó homogén egyenlet általános megoldása (valós
alakban) az alábbi formában írható a karakteriszitikus gyökök segítségével
(6) 
.:!__I - _!! 
2 Aé46 2 Aö6 
Xhomogén(t) $ 4t r ~ 9ö sinoot + L" b1r cosoot s ha 6 páros,
k=I 6 k=O 6 
6o± 11-1
-2- . Aö6 ~ Aű46 
X110mogén(t) = 4t + L" 9ö s111 -- t + ~ b,, cos -- t s ha 6 páratlan.
k=I n k-0 n 
Fenti kifejezésekben szereplő 4s 9(s 5( együtthatók tetszőleges számok
lehetnek.
Illesszük (6), (7) általános megoldást az előrt kezdeti feltételekhez. Az
p = log b figyelembevételével (6), (7) általános megoldásból a Ms 9s0 5( 





• 2 . Aö6K 2 Aö6K f o4Lo ~ a"srn--+ ~b"cos--=logF(-J), ha 6 páros,
k=I 6 k-0 6 
K$űsAs fff 6 u- Z 
6o± 11-1
. -2- .. Aű46K o2- Aű46K f s f 
o +L oo ~ aksrn-- + Z 5· s cos--= log · · n o J), ha 6 páratlan.
k=I 6 lc=O 6 
(8) megoldását tetszőleges 6 esetében nem írjuk fel explicite. Vegyük észre
azonban, hogy c ismeretlen értéke igen egyszerűen meghatározható. Ugyanis
PERIODIKUS KÖZGAZDASÁGI FOLYAMATOK 5 
ha (8 )-ban j helyébe (n + 1 )-et, majd 1-et írunk és az így kapott két egyenletet
egymásból kivonjuk, a szinuszos és coszinuszos tagok kiesnek és kapjuk, hogy
M$ _!_log F(- l) 
6 F(- 6 -1) 




7 5 1 b0 = -log F(- 1) - -log F(- 5) + -log [F(- 2). F(- 3). F(- 4)]8 8 4
b _ _!_Io F(- l) +_!_lo F(-4)
1 - 4 g F(- 5) 2 g F(- 2) 
b
2 
= - _!_log [F(- 1). F(-- 5)] +_!_log F(- 2)- F(-- 4)
8 4 F(- 3) 
9 =_!_lo F(-l) +_!_lo F(-3).
1 4 g F(-5) 2 g F(-1)
Térjünk most rá a (4) inhomogén egyenlet nulla kezdeti értékeket kielégítő
partikuláris megoldásának meghatározására. Ezt a z-transzformáció mód­
szerével végezzük el. Képezve a (4)-ben szereplő X(t), .s(t) függvények z-transz­
forrnáltját





és figyelembevéve, hogy a keresett partikuláris megoldásnak a bázisidőszak­
ban zérus értékeket kell felvenni, (4)-ből nyerjük, hogy
(11) 
1 - 1- 1- - 
-X(z) - -X(z) - -X(z) + X(z) = e(z) 
zn+1 z ( z 
Ebből azonnal adódik, hogy
(12)
- z"+l
X(z) = e(z) -- --- 





inverz transzformáltja az dnűe könnyen meghatá­
z + l 
(13) 
_ zll-1-l zll-1-1
/(z) = ------ = ----
z"+i - z ( o z + 1 ( z o 1) ( z ( 1) 
z z" ___ , _
z o 1 z ( o 1
l 1 
1 




<X) 1 00 1 
- ,·~-;;;
i=O ő i=O ő 
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(J 3)-ból azonnal következik a z-transzforrnáció szorzási szabályának alkal­
mazásával, hogy
t {l, ha t = 0, 6s 2n, 3n ...f(t) = 2,' g(k), ahol g(t) =
ö$ I 0, különben
(14) 
Végeredményben tehát
(15) f(t)=lc, ha (k-l)ns,ts,lcn-1, űM$ 1, 2, 3, ... ,
Most ismét felhasználva az-transzformáció szorzási tételét, (12)-ből a kere­
sett partikuláris megoldást az alábbi Cauchy szorzat alakjában nyerjük:
(16)
t 
Xpart(t) = :~ s nKe f(t j) 
K$ I 
A keresett - az előírt kezdeti értékeket kielégítő megoldás tehát (6 )-ból
és (16)-ból (a gyakorlatban fennálló 6 = páros esetre szorítkozva)
(17) 
6 6 
2 - 1 2/cn 2 2lcn 1
p nt e = 4t + Jf 4t ( sin-- t I- ,2_' 5( cos-- t + 2,' " nKe dnt j), 
l<=I 11, k-0 6 L$ I 
ahol e a (9)-ből, /(/) a (15)-ből a,;.1 af<, 5( együWrntók pedig a (8) egyenletrend­
szer megoldásából adódnak.
Végül az Ji'(t) = eX<0-hől egyszeríí. átahkíti'u,sitl kapjuk, hogy
(18) ll'r' ' n I) )' [T-t Aö6 T 2lcn )P(t) = ,
1
· exp _· a"sin--t + ~- h,,c·os-- t
'f no6 1) k~I 6 k~O 6 
. exp ( ~· c(j) ént Kee ] t 1211 0, 6 = JH1l'Of; 
K$ I 
Analóg kifejezés Irtható fel az 6 o púrntla11 esetben.
Vizsgáljuk meg a kapot.t ercd mény t., Mint JúLj11k ez három tónyezőhő]
tevődik össze. Ezek közül a harmadik az e(t) hofolyáHáL írja le cL vizsgá.lt, folya­
matra. Az s(t) függvóuy értékei kicsik, éH lioHH7.tÍ t.ávon sem ho(ölyúso.lhaLja ez
a faktor erősen a folyamat jel.legót, ru indcu eset.lion csak a (t: /, l) intervallum
közötti helyesbítést szolgálja. Ha 110111 vesszük tekintet be f(/) t.orzít.ó hn,lár:;át,
vagv is s $ 0 feltételezéssel élünk, úgy az
(19) 
6 -=-- -- ~-I 6 
(I/. jF-n 1) )' (2 . Aű46 2 AJ46 e Ji'*(t) = . exp ' 9 sinoot + ·,.- 5 cos--tF( 6 · l) ".:' 1' 6 ":.ó 1' 6 
alakra redukálódik.
P*(t) második faktora petiódikua függvényt, álliL elő 6 hosHzúságú periódus­
sal F*(t) első faktora a trendet adja, meg. L(LLható, hogy n.monny iben el­
teki.ntün k az s(t) zavaró hatásától a folya.mat végtelenbon való viselkedését
kizárólag a fJ = F( 1) há.nvados értéke dönt.i el.
fl'( 6 l) 
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Ha a bázisintervallum két végpontján felvett F értékek arányát jellemző f]-ra
fJ>l, úgy Jí'*(t)--+00, hat--+=
és a folyamat instabil. Ha
fJ < 1, úgy Jí'*(t) __,. 0, ha t--,. oo
és a folyamat stabil. Végül,· ha
fJ = 1, 
úgy n folyam,at tiszta peruuiilcus.
3. Gyakorlati alkalmazás 
A felvetett probléma megoldhatóságának igazolása céljából két iparág ár­
bevételére végeztünk számításokat. A becslések 1976-ra vonatkoznak negyed­
éves üztemezésben. Azért választottuk az 1976. évet, mert így módunkban áll
legalább az első három negyedév tényszámával egybe vetni a kapott eredmé­
nyeket.
Gépipar
Az cx(t) mutatóra éves üternváltozási adatok állnak rendelkezésre, így az
1976 évnek mind a négy negyedévében ugyanazt az értéket vesszük figyelembe.
Bár a negyedéves ütemváltozás pontosabb eredményt adna, véleményünk
szerint mégsem követünk el nagyobb hibát, mert a tapasztalatok szerint az ár­
változás nagyjában- egészében egész évben azonos mértékű, a volumenválto­
zást pedig a szezonális ingadozáHok sokkal erőteljesebben befolyásolják, mint
maga az ütem eltérő alakulása. A terv szerint ebben az iparágban mind a vo­
lumen, mind pedig az ár növekedési üteme csökkenni fog 1976-ban 1975-höz
viszonyíLva. Az ütem változás jellemzője 0,9842 a volumennél és 0,9895 az
árnál. lly módon
rY.(1976) = 0,97-39, azaz 8(1976) = 0,0261 
Az (1) s;,;. egyenlőség második tényezője az F(t - n): F(t - n - 1) hánya­
dos. Ezek a hányadosok az egymást követő idősorok szezonális ingadozását
kifejező indexeknek is vélelmezhetők. Tájékoztatásképpen az alábbi táblá-
zaLl>.111 közölj ük <1z i p<1rág mutatóit. 1 
Szezonális jellemzők
f:v 
I. IL JJL IV. 
11ogyedév
197[ 0,680.'í 1,2.522 0,9653 I 1,3022
1972 0,737f\ 1,1910 0,9434 1,2833
1973 0,7610 1,1365 0,96l0 1,2875
1974
I 
0,7(12[ J ,216(] 0,!)fí55 1,3123
197!i 0,7622 J ,2480 0,8886 1,3464
Átlag 0,7415 1,2089 0,9428 1,3055
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A prognoz1s készítésekor mérlegelés tárgyát képezheti, hogy a számtani
átlagot vagy valamely más mutatót, esetleg a mutatók trend értékeit használ­
juk-e fel. Lényeges, hogy a szélsőségesen kicsi vagy nagy értékeket figyelmen
kívül hagyjuk. Jelen esetben azt a megoldást választjuk, hogy a számtani
átlagot és a valóságos középső értéket (medián) is felhasználjuk számításaink­
nál.
A képletben szereplő harmadik tényező az utolsó ismert forgalmi tény­
szám, azaz
F(1975. IV.)= 54,8 Mrd.Ft. Az F(t - 1) idősor további értékeit a becslé­
sek útján kapjuk meg és folyamatosan lépésről-lépésre helyettesítjük be a so­
ron következő egyenlőségbe.
Ellenőrzés céljából meghatároztuk az iparág 1970. IV. n. é. - 1975. IV. n.
évig terjedő idösorából a trend értékeket és a szóródás nagyságát is.
Eszerint
Y = 34,7 · 1,02951 Mrd Ft és
a= ± 4,7 Mrd Ft.
Megjegyezzük, hogy a a hibahatárt értelemszerűen vettük figyelembe.
E• szezonszerűség kiegészítéseképpen. Ebben a tekintetben jól eligazít a mellé­
kelt ábra.
A becslés eredményeit - összehasonlítva 1976. I.-III. n. év már ismert
adataival - a következő táblázat tartalmazza.
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t Tényszám ~átlaga I F(t) medián- I 
Exp. trend sz.
F(t-1) sz. Wt--1) ja sz. Y értéke I p helyesb. I Y ±a érték
1. 39,4 39,6 40,6 46,2 -4,7 41,5
2. 46,2 46,6 48,1 47,4 0 47,4
3. 42,9 42,8 44,8 48,6 -4,7 43,9
4. - 54,4 56,8 49,9 +4,7 54,6
A fenti adatokból megállapítható, hogy az általunk alkalmazott becslési
eljárás viszonylag jó közelítést ad a valóságos folyamatra anélkül, hogy külön
hibahatárral dolgoznánk. Ha a tapasztalati szóródást is figyelembe vesszük,
biztosan állíthatjuk, hogy a becsült értékek alsó és felső határa közé esik
a tényszám. A trendszámok extrapolálásával ugyanez három esetben csak egy­
nél (II. n. év.) igazolódott esetünkben.
Könnyűipar
1<.:lvégezve az előbbi számításokat [ahol ct(l976) = 0,9834 a tendencia
szerű változás csökkenő üteme szerint, F(l975. IV.)= 31,0 Mrd Ft], az alábbi
eredményeket kaptuk:
Becsült adatok
t Tényszám l'(t) átlaga I F(t) medián- I Lineáris trend szerint 
F'(t-1) szerint F(t-1) ja sz. Y értéke I a helycsb. I Y ±a érték
l. 25,4 26,8 26,7 28,3 -1,7 26,6
2. 29,9 29,0 29,1 28,9 +1,7 30,6
3. 28,8 28,l 28,1 29,4 -1,7 27,7
4. - 31,7 31,8 30,0 + 1,7 31,7
A szimítások ebben az esetben is az általunk ismertetett eljárást igazolják,
mert minden adat a hibahatáron belül helyezkedik el. Ugyanakkor a trend­
számításból extrapolált adatok közül ezúttal csak egy (I. n.év) esik kívül a meg­
engedett értéken.
* * *
A kapott eredmények elfogadható hibahatáron belüli alakulása biztató
ígéret a módszer gyakorlati alkalmazhatóságára.2 Ennek ellenére szeretnénk
felhívni a figyelmet arra, hogy az ütemkülönbségek helyesbítéséül szolgáló
2 A cikk megjelenésekor már ismertek az 1976. IV. n. évi tényszámok is. A gépipar
árbevétele 57,9, a könnyűiparé 32,2 Mrd. Ft.
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együttható alkalmazása nagy körültekintést igényel. Ezért tovább kívánunk
foglalkozni azzal a kérdéssel, milyen tűrési határok között alkalmazható, el­
fogadható biztonsággal.
(Beérkezett: 1976. november 18.)
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PERIODICALLY CHANGING ECONOMIC PROCESSES
Elements of the period time series of economic processes show close relationship with
data of the directly preceding period on the one hand, and with those of the corresponding
period of the previous yca1· on tho other hand. Processes of such kind are e.g. trade,
production, consumption, and money circulation. The authors investigate the question,
how this quality of period Lime series can bo used for economic prognoses, aru l they give
the general mathematical solution of the process, in.licaüiru; also particulars of their com-
putut.ions. ·
Tho mathematical interrelation forrnulutod in the art.iclc is practioal ly a special fönn
of the Persons chain index method. A factor (fluctuating uround l) inserted to render
projection from the dirr-ctlv procod ing and the corresponding pr-riorl of tho previous yoo.r
morc exact, expresses, as rogu.rds its economic contonl,s, Lho chungo to bo expected in
the development rate br-twocn tho lust known fuctuul figure and tho estimated value for
the fut.uro.
Tho problem is ii non-Iiuonr difforo11Liu.l oquution Ior mt opt.ionul posit ivo i11Lognr v,duc
of n, which can be simply reduced to ,i liucs.r ur1111cttiou, in wh ich solut.ion will yiold Llu- 
(rend and tho pcrlod icity of the process.
Tho practical computations woro n uu lo by í.ho uut.hora for l'Sl,in1,1ting Lli(' output, of
two indust.rios by u.l.il isat.ion of a chain i11, lux sorios. Tho rosults rumu.inor! within nc:ceptablc­
l imit.s of error, which is a promising bwt for tho prncLioabiliLy of Lile mot.hod.
TTEPl-10,Qvl4ECl{l-1 v!3MEI-15110IL(v!EC51 31{0H0Mvl4ECl{v!E TTPOU,ECCbl 
3JlCMCIITbl TpeHA0B BpCMCIIH :)J(0H0MlllJCCI(I-IX npo1~CCC0B TCCII0 yu,131,11Ja10TC5I, e 0J\II0ii CT0p0- 
Hbl, C AaHHblM)I Hen0CflCACTIJCl!II0 npC/\IIICCTBYIOI.IlCf0 nepuona M, C npyroü cropouu, ;111a110rw1- 
H0l'O nepnona npenurccrnyiorucr-o rona. Ta1<HMH no xapuicrcpy npoucccaem stunsuorcn MC>1<1(Y 
np0'IHM - roaapooöopor, ncrpeöncuac, /(CHC}l(lll,IÍÍ oöopor. A1JT0p1,1 paCCMaTpH13éll0T, 'IT(J 3T0 
CB0HCTB0 TflCHH0B BpeMCHl-1 l(a1rnM o6pa:JOM M0)IOI0 MCn0Jlb301JaTb e T0•ll(H 3pC11115l :.ll(0H0MH- 
lJCCl(0ro npor1-I03Hfl0BaH1-t5l 11, IJMCCTC C TCM, Olli! JlillílT 061qcc MaTCM,ITH'ICCl(0C pemcm,c npo- 
1.1ecca 11 npHB0J:(5lT l(ÜHI(flCTl-lblC J)C3YJlbT;JThl Bblíl0JHICllllblX pae<1CT0II. 
CqJ0pMyJ1npoBaH1-1a51 B CTaTbC MaTCMa·n1c1ec1<a513ilAHCMM0CTb 110 CYlllCC'rAY npC/tC-raBJ1HCTC0601í 
cne1,MQJM4CC!(y10 (püpMy MCTOJ(a llCnl·lblX 111-1/,Cl(C0B nepco11ca. 8 AaHII0H 3aBHCIIM0CTM - 0 0T- 
H0UJCHHH 31(01-10MH4CCl(0l'0 C0llCf)}l(élllH5l - (j)i.ll<T0p l(OJJC6a111151 13 npC/\CJlaX I, Bl(Jll0lfélCMl,lií 13 
IIHTCpecax YT0l!HCll115l npon10:.rnpon;111u,1 1-1a 0CII0llillllll-l 11c11ocpc/tCTBCIIH0 npCAIIICCT1Jy1011lCl'0 
nepM0l(a, a Ta!Ot(C II aH.JJI0l"WIH0l"0 ílCJ)II0/(a npC/\IIICC'l'IJYI0tttcro ro11a, IJbl[la)l(aCT 0)l<MAaCMblC 
113MCHCt-nl51 D TeMnax pa3AMTl'l51 IJ acnCl(TC llílCJIC/\IICh 11::lDCCHI0iÍ lj)al(TlllleC1(0~Í LlllljJJ)bl 11 npc11- 
no11araCM0r0 3f1a,1c111151 npor110311pycM01·0 1-1a 6y1ty1qcc :J11a'ICmm. 
,[\aHHaH 3a/(alla npCJ\CTélílJl51CT co601í IICJIHIICHII0C /\vHjHj1epCHl\llaJ11,ll0C ypaBI-ICIIHC no IJCCMY 
3l-la4CHHI0 rno6o~í (<Jl>), l(0Topa51 DCCbMa 11p0CT0 M0}I(CT 61,1Tb 0TIICCClla I( Jllll-1eií1-10My ypam1e1-1mo, 
B l(0T0p0M CaM0 pe1uem1c ,/:(aeT TJ)Cl-1/( 11poqecca H Cl'0 l!CJ)M0/\llllJI0CTb. 
npa!(TH'ICCl(HC paCtlCTl,1 6blJ1H llblíl0JlliCJ-lbl a1nopaM11 /lJ15l oqc111(11 ll0CTyn11c1-1111Í no l~CHilM 
I\BYX 0TpaCJlCH np0MbllllJlCI-IH0CTH (output), C MCII0Jlb30DélllllCM p,1;:w 1,Clll-lblX HI-IACI(C0ll. no11y- 
tJaeMble pe3y JlbTaTbl Cl(JlaJ:(b1Ba10TC5l 8 npCJ\CJlélX II J),iCMJlHMblX IIÜl"j)Cl.lJHOCTei-í, 'IT0 5l0J151CTC5I 
o01rnne}l<HIJal01J.1MM C T04l(H 3flCMH5l npaKTl1llCCl(0['0 np;iMCIICl-11-151 /\<Hll-lOr0 MCTQJ(a. 
TARJÁN TAMÁS-TÉNYI GYÖRGY
Kísérlet a beruházási folyamat modellezésére 
Bizonyos idő óta vitatott kérdés a szocialista országok közgazdászainak
körében a beruházások ciklikussága. Egyes vélemények szerint tulajdonkép­
pen ilyen ciklikusság nem létezik, hanem csak különös okokkal magyarázható
-0gyedi eltérések mutathatók ki Felvetődnek itt olyan érvek, amelyek szerint
a statisztikai adatszolgáltatás esetlegességeinek, az árindexszámításokkal kap­
csolatos bizonytalanságoknak stb. is van bizonyos szerepe.
E cikk szerzőinek egyike [l] arra a következtetésre jutott, hogy az említett
bizonytalanságok ellenére valószínűsíthető, hogy a magyar népgazdasági
beruházási tevékenységében az 1960-197 Á időszakban ciklikusság mutat­
ható ki.
Az említett tanulmányban levont főbb következtetések:
l. Magyarországon az 1960-1975 időszakban eléggé szabályos, lényegében
4 éves ciklusok figyelhetők meg a beruházási volumen növekedési útemében: 
Az említett időszakban az átlagos növekedési ütem 8-9%, a mélypontokon
0 2'1/ci-os, a csúcspontokon pedig 15 -20%-os növekedési ütemek mutat­
hatók ki.
2. A beruházási ciklusokkal azonos fázisban (de jóval kisebb amplitúdókkal]
ingadozik a fogyasztás növekedési üteme is, tehát a végső belső felhasználás­
Ennek megfelelően a beruházások növekedési üteme közvetlenül nem a fo
gyasztás növekedési ütemének rovására emelkedik.
3. A hozzáadott érték belföldi termelése mutat ugyan ingadozásokat, de
ezek amplitúdója a fellmsználásénál kisebb, alakulása pedig ahhoz képest
meglehetősen véletlenszerűnek tekinthető. Ez a rnegállapítás érvényes marad
akkor is, ha csak az iparban és az építőiparban megtermelt hozzáadott értéket
vizsgáljuk.
4. Minthogy tehát a termelés nem követi teljes mértékben a belső felhasz­
nálás ingadozása,it, a különbözetnek a külkereskedelmi mérleg egyenlegében
kell lecsapódnia. Különféle okok következtében (készletfelhalmozás, statisz­
tikai számbavétel) ez a statisztikában (és feltehetően a gazdaságvezetés szemé­
ben is) csak egyéves késéssel jelentkezik.
5. A központi állami szervek a beruházási folyamatba elsősorban az ilyen
egyensúlyzavarok kiküszöbölése (vagy megelőzése) céljából avatkoznak be.
Feltételezhető azonban, hogy a beavatkozás nem azonnal válik hatásossá,
mert eleinte talán nem eléggé erőteljes és/vagy több-kevesebb késéssel érvé­
nyesül. Ennek számos oka lehet. Ezek közül különösen figyelemremél'Gónak
tűnik számunkra az, hogy a beruházások fellendítését vagy visszafogását
célzó intézkedések nem egy pillana.tszerűen szabályozható folyamatra hatnak,
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hiszen a kivitelezés alatt álló beruházások folyó ráfordítási igényei az adott
évi beruházási volument - illetve legalábbis a beruházási igényeket - bizo­
nyos mértékig determinálják.
Feltehető most az a, kérdés, hogy a beruházások ilyen értelemben vett
determináltsága nem lehet-e (és ha igen, milyen körülmények között) egyik
oka a beruházási ingadozások kialakulásának. Cikkünkben ennek a kérdésnek
a, vizsgálatához kívánunk néhány adalékkal hozzájárulni 1
Vegyünk szemügyre egy konkrét beruházást. Egyrészt a beruházás anyagi­
műszaki szerkezetéből és a szóba jöhető (építési, szerelési) technológiák opti­
mális időigényéből eleve adódik a megvalóstásnak valamilyen technikai idő­
minimuma. Másrészt a beruházó a pénzügyi lehetőségeket, a beruházás meg­
valósulásának sürgősségét, az építési-szerelési kapacitások várható hiányait is
figyelembe veszi és ezzel kialakul a beruházás várható (vagy remélhető)
átfutási ideje és felrakódási üteme. Lehetségesnek tartjuk, hogy ha a beruházá­
sokat alkalmasan kategorizáljuk (nagyság, anyagi-műszaki összetétel, tervezett
megvalósítási idő szerint), e kategóriák átlagára könnyebben értelmezhetjük
a várható vagy normális megvalósítási ütemet, mint az egyes beruházásokra.
Ha jogosnak bizonyul az a feltevés,hogy egy adott évben induló valamennyi
beruházás - :illetve kategória időbeli megvalósulását többé-kevésbé kö­
töttnek tekinthetjük, a teljes megindított beruházásmennyiség időbeli meg­
valósítása sem lehet túlságosan képlékeny.
Modellünk alapgondolata az, hogy végletesnek fogjuk fel ezt a meghatá­
rozottságot, azzal, hogy feltételezzük: a z-edik évben indított beruházások
költségelőírányzatából a:~) hányadnak kell megvalósulnia az első évben,
a:~l hányadnak a második évben stb., és (ha a legtovább elnyúló beruházás
megvalósításának ideje T év), a~P hányadnak a ~T1-edik évben. Nyilván
T...._, <0-1
~ _­ I ~ 
ok< 
(t=l,2, ... )
Az ilyen a:F> számok együttesét nevezzük megvalósítási megoszlásnak és az
{a<fl} T=i jellel jelöljük. Megjegyezzük, hogy a megvalósítási megoszlást nem
tekintjük egyszer s mindenkorra adottnak, hiszen ezt a gazdaságirányítási
rendszer, a gazdaságpolitika (és ezen belül a fejlesztéspolitika) számos ténye­
zője befolyásolhatja. Nem tételezzük fel továbbá, hogy ez a megoszlás feltét­
lenül meg is valósul, hanem úgy értelmezzük, hogy egy adott évben indított
beruházások esetében van - az adott körülmények között - bizonyos kény­
szerítő ereje és csak külső kényszerek hatására módosul.
Tisztában vagyunk azzal, hogy nem könnyű statisztikai tartalommal meg­
tölteni a megvalósítási megoszlás fogalmát. Ez még leginkább úgy látszik
megoldhatónak, hogy reprezentatív beruházások programjában foglalt meg­
valósítási megoszlásokból számítunk globális megoszlást. A már üzembe­
helyezett beruházások felrakódására vonatkozó utólagos statisztikai adatok is
felhasználhatók, noha ezekben már a fedezet- és kapacitáshiányok okozta
elhúzódások is jelentkeznek, márpedig a beruházási folyamat dinamikája
szempontjából a szándékolt megvalósítási ütemnek van elsőrendű jelentősége.
1 A szerzők köszönetüket fejezik ki hasznos tanácsaikért és információikérb Berend
Ivánnak, Bródy Andrásnak, Katona Gyulának, Kovács lánosnak, Simonovits Andrásnak,
és Virág Ildikónak.
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Lehetséges továbbá, hogy bizonyos következtetések már akkor is levonhatók,
ha egyetlen meghatározott { rx1}T=i megoszlás helyett egy ,,lassú" és egy ,,gyors"
kivitelezésnek megfelelő határmegoszlás adható meg. Ha ugyanis ezek az utób­
biak valamilyen értelemben hasonló tulajdonságú beruházási folyamatokat
eredményeznek, akkor feltételezhető, hogy a valóságos (,,közbülső") megosz­
lásból adódó folyamat is rendelkezik ezzel a tulajdonsággal. Esetleg a meg­
oszlás bizonyos kvalitatív tulajdonságai is kifejezhetők valamilyen lassú-gyors
intervallummal.
Indokolt az az ellenvetés, hogy egy adott beruházás indításával vállalt
elkötelezettség összegszerűen sem teljesen egyértelmű, hiszen ha például meg­
indul egy autópálya valamely szakaszának megépítése, vitatható, hogy ezzel
a többi szakasz megépítésére is kötelezettséget vállaltunk-e, és főleg hogy a
megindítással az egész autópálya megépítésének üteme is eldőlt-e. (Ebből
a példából egyébként jól érzékelhető, hogy az általunk definiált megvalósítási
megoszlás nem függ a részleges üzembehelyezések lehetőségétől.) Reméljük
azonba, hogy óvatos kompromisszummal munkaképes becslésekhez jutha­
tunk.
Másik kiindulópontunk az a feltevés, hogy a folyó beruházások összegére
nézve minden évre megadható egy-egy alsó és felső korlát. Hangsúlyozzuk:
általában csak e korlátok létezését kell feltételeznünk, nem pedig azt, hogy
valamilyen előre adott képletből legyenek kiszámíthatók. A megvalósítási
megoszlás és a folyó beruházási korlátok felhasználásával modellt állítunk fel,
amely elsősorban annak vizsgálatára alkalmas, hogy a megvalósítási meg­
oszlás milyen tulajdonságai könnyítik, ill. nehezítik meg a beruházási folyamat
mederben tartását; vagyis, mennyiben lesz a beruházási folyamat spontán
hajlamos arra, hogy kitörtjön a folyó beruházás korlátai közül.
A modell az időtől függő { rx)'>} T=i megoszlásokkal is értelmezhető és alkal­
mazható, de a továbbiakban feltételezzük, hogy a megvalósítási megoszlás
évről évrr változatlan, és ennek megfelelően a megoszlás jelölésében az időre
utaló felsőindexet elhagyjuk.
Annak a pénzösszegnek a jelölésére, melyet a t-edik évben a megvalósítás
k-adik évében (1 :S: k ttk((t T) levő beruházásokra (k-adik évjáratú beruházások­




Az { rx;} T-i megoszlás érvényesülésének feltételezése azt jelenti, hogy ha
valamely évben
összeget költünk új beruházások indítására, ez egyértelműen meghatároz
bizonyos
ráfordításokat, amelyeket rendre a t i I, t i 2, ... t i (T - 1) években kell
ezekre a beruházásokra költeni (lásd az alábbi táblázatot).
14 ö· 94Á 8 ö· ÜÁ OIöÉ 8q<  qÖ 9  q 
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..... k T Evjarat 1 2 ......
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• Cp3­ • · b<;l t :::::: 
A táblázatból könnyen kiolvasható, hogy
b(lc) - ~ H;­l t - ·t a3ITl 
CC l
t = 1, 2, ... aTl 
Világos, hogy ha valamilyen t 1-edik évre adottak a b~1, b;.:!i, ... 6;2.\-1. 





összeget a t-edik év beruházási kötelezettségének fogjuk nevezni.
Szükségünk lesz még egy definícióra. Egy tetszőleges 6+ évet kezdeti évnek
választunk, és a megfelelő
b}}l, b(;>, ... , b;?"l 
értékek együttesét kezdeti helyzetnek nevezzük.
Mindig feltételezzük, hogy
lc=l, ... ,T 
A modell egy speciális esete 
Modellünket először egy speciális esetben értelmezzük, amelyben feltételez­
zük, hogy a beruházások évi összege évről évre azonos ütemben nő (sőt kez­
detben feltételezzük, hogy állandó), továbbá, hogy az új beruházások indítására.
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fordítható (és fordítandó) összeg szigorúan meg van határozva az évi beruhá­





t = I, 2, .... aAl 
Feltételezzük itt azt is, hogy az adott megoszlás mindenképpen teljesül,




vagyis a kötelezettség már önmagában véve is nagyobb, mint a lehetséges
beruházás, akkor a modellt az adott paraméterekkel működésképtelennek
nyilvánítjuk. Itt éppen a működésképesség feltételeit keressük. A működés­
lépesség egyenértékű a
t = 1, 2, ...
feltétel teljesülésével.
Az (1) összefüggést a (2) egyenletbe behelyettesítve:
T 
~ a" b;~(k-l) = _­ e 
k=l
Vezessük be az
6tTIa3ITl = b}~:.h-1) - a10
jelölést. Ezzel (3)-ból kapjuk:
T
~ a1,(rx10 i Et-(k-l)) = _1+ 
­•k< 










:E _TX>HIa3I­l = Ü 
­Xk< 
(7)
Bebizonyítható, (lásd l. függelék), hogy a (7) differenciaegyenlet:
{ E1};:1
megoldásainak [és a ( 4) összefüggés értelmében a
{bpl}i-1
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polinom (az ún. karakterisztikus polinom) gyökeitől és a kezdeti helyzettől
függnek a következőképpen:
l. Ha a kezdeti helyzet abból adódik, hogy
t= 1, ... ,T, 
akkor az {a;}T=2 együtthatóktól függetlenül mindig
t=T+I, ... 
Ezt nevezzük lengésmentességnek. Tehát aiC az egyensúlyi indítás szerepét
tölti be.
2. Általában, ha a kezdeti helyzetről nem kötjük ki, hogy egyensúlyi
legyen, a
{ C(l)} =< ­k­ 
indítássorozat hosszútávú (aszimptotikus) viselkedését egyedül az {a,},7:1
együtthatók szabják meg. Legyen a (8) egyenlet legnagyobb abszolút értékű
gyökének (a domináns gyöknek) abszolút értéke q. 
a) Haq > 1, akkor a {b1} (t -, ++l növekvő amplitúdójú rezgéseket ír le,
mégpedig úgy, hogy valamilyen t+-ra
b)~l < o,
tehát a modell az adott paraméterekkel előbb-utóbb működésképtelenné
válik. Az ilyen megoszlást destabilizálónak nevezzük.
b) Ha q = I, akkor {b1} állandó amplitúdójú rezgéseket végez (semleges
megoszlás).
e) Haq< I, akkor
Ekkor stabilizáló megoszlásról beszélünk.
A rövidtávú viselkedést a megoszláson kívül még a kezdeti helyzet is be­
folyásolja. A (8) egyenlet gyökei egyébként a { b(")} rezgéseinek frekvenciáját
is megszabják. Ennek részleteit, valamint a kezdeti feltételektől való függés
explicit formáját az olvasó megtalálja az l. függelékben. Itt csak annyit
jegyzünk meg, hogy a 2.b és 2.c feltétel teljesülése (a T = 2 esettől eltekintve)
még nem elegendő a működéaképességhez, vagyis ahhoz, hogy
} . 2 0 t = I, 2' ...
legyen. Még az is szükséges, hogy eleinte (az ,,átmeneti időszakban") is elég
kicsinyek legyenek a kilengések, úgy, hogy valamely t0 időpontig
e12-a1C t=l,2, ... ,t0 
legyen. Ez általában csak véges sok érték kiszám,ításával ellenőrizhető t =
= l-től kezdve.
Noha azt, hogy valamely megoszlás stabilizáló-e vagy sem, a q < I krité­
rium teljesülése, ill. nem-teljesülése eldönti, mégis érdemes bevezetni a sta­
liilizáló hatás erősségének fogalmát. Legyen az {aí} T~1, ill. az {aí'} r- meg­
oszlásokhoz tartozó karakterisztikus polinomok domináns gyökének abszolút
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értéke q', ill. q". Haq'< q", az {q;}T~1 megoszlást erősebben stabilizálónak,
(ill. kevésbé destabilizálónak) mondjuk az { o::7} ;::1 megoszlásnál.
Ugyanis a rövidtávú viselkedést a stabilizáló, (ill. destabilizáló) hatás erős­
sége és a kezdeti helyzetnek az egyensúlytól való távolsága együttesen szabja
meg. Enyhén stabilizáló megoszlás eleinte még nagy kilengéseket okozhat,
ha a kezdeti helyzet eltérése az egyensúlyitól nagy, és megfordítva, ha a kez­
deti helyzet közel van az egyensúlyihoz, enyhén destabilizáló megoszlás sem
okoz kezdetben nagy kilengéseket. Márpedig modellünkkel elsősorban a rövid­
távú viselkedést szándékozunk vizsgálni. abból kiindulva, hogy a paraméterek
amúgy is megváltozhatnak. Látni fogjuk, hogy ezek a megfontolások fokozot­
tan érvényesek az általános modellre.
Nehézséget okoz ebből a szempontból, hogy az { o::JT=l megoszlásból általá­
ban közvetlenül nem lehet leolvasni, stabilizáló hatású-e vagy sem, és arra
sem lehet általános receptet adni, hogy az adott megoszlás milyen megváltoz­
tatásával lehet a hozzá tartozó q csökkenését elérni. Könnyen belátható, hogy
a T = 2 esetben a stabilizáló hatás szükséges és elégséges feltétele, hogy
egyen, sőt azt is meg lehet mutatni, hogy ha T = 3, az
a stabilizálás elégséges feltétele. Ebből - és néhány további példából - úgy
sejtjük, hogy az ,,orrnehéz" megoszlások - ahol a beruházások zömét az első
évben (években) kell végezni - stabilizálóak, a ,,farnehéz" megoszlások vi­
szont (ahol a zöme a végére marad) destabilizálóak.
Nem nehéz belátni (lásd 2. függelék), hogy ha az évi beruházás állandó ütem­
ben nő (vagy csökken),
cl= C · y1, ahol 0, y > 0
akkor a stabilitás, ill. instabilitás kritériuma a konstans O esetével analóg:
l. A lengésmentesség feltétele:
t= T= ::: ,T aÉl 
2/a A destabilizálás feltétele:
J__ > 1
y 
2/b A semlegesség feltétele:
2/c A stabilizálás feltétele:
A Szigma 1977/1-2
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A 2/b és 2/c esetben a működésképességhez most még az szükséges, hogy
valamely t { időpontig
1 
sT°';2:_-a1+• T t=l, .... ,t0 
~__!!:!!__ 
k=I yk-1 
Látható tehát, hogy rögzített {a;}T-1 esetén y > 1 stabilizáló, viszont y < 1 
destabilizáió hatású, ha pedig y nő, a stabilizáló hatás erősödik, ill. a destabili­
záló hatás gyengül, az egyensúlyi kezdeti helyzet pedig némileg megváltozik.
A beruházási folyamat általános modellje 
Az előző rész eredményeinek felhasználásával most visszatérünk a bevezető­
ben felvázolt problémához. A beruházási folyamatról ott adott leírást a követ­
kezőképpen öntjük konkrét modell formájába:
először megadjuk a modell paramétereit:
a) veszünk egy {a;}T=1 megoszlást;
b) megadjuk az évi beruházások alsó és felső korlátainak kiszámitására
vonatkozó szabályt.
Ezt megtehetjük, pl. egyszerűen t függvényében, vagy akár úgy is, hogy
a t-edik évre vonatkozó alsó és felső korlát függjön a t - I, t - 2, ... évben
kialakult korlátoktól, vagy beruházási volumentől (pl. a t-edik évben a be­
ruházás legalább x, de legfeljebb y százaléka lehet az e]őző évi beruháaásnak,
ahol O :S: x < y. 
e) Választunk valamilyen y > 0 szándékolt beruházáaindítási növekedés­
ütemet. Ebből a (9) képlet alkalmazásával kiszámítjuk az egyensúlyi kezdeti
helyzetet. (Ez csak egy konstans szorzótól eltekintve van meghatározva, de
ennek nincs jelentősége). Az egyensúlyi kezdeti helyzethez tartozó indítás és a y 
figyelembevételével t minden értékére advan van a szándékolt, beruházásinditás.
Nyilvánvaló, hogy ha a beru házásinditás y növekedési üteme zavartalanul
érvényesülhet (nem ütközik ab) pontban megszahott korlátokba}. akkor az
összes beruházás növekedési üteme is y lesz. Modellünk szempontjából azon­
ban nem szükségszerű, hogy y értékét így válasszuk meg. (Megjegyezzük, hogy
ab) és e) felcserélhető, ha ezzel a beruházás! az.it.uációf realisztikusabban ír­
hatjuk le, tehát megadhatunk elöször vala.milyen y ál;lagos beruházásnöveke­
dési ütemet (és egyúttal ,,szándékolt indítást"), és ehhez viszony itva jelöl­
hetünk ki minden évre beruházási korlátokat, pl ::!: I 0% az egyensúlyi be­
ruházáshoz viszonyítva).
d) Megadunk valamilyen szabályt arru., hogy ha valamelyik t évben a kö­
telezettség és a e) pont alapján számltoí.í, szúndékolt. indítás (együtt ,,IJernhá­
zási szükséglet") nem esik az ugyanarra az évre vonatkozó korlátok közé,
hogyan módosuljon az egyes évjáratoknak jutó boruházáa. A f-!zahiilynn,k biz­
tosítania kell azt, hogy a korrigált beru házá« a korlátok közé essék és hogy
legalább az indítást, ill a többi évjára: ot differenciáltan kezelhessük. (PJ.
túllépés esetén az indítást fJ · x, a 6ö Cuo évjáratot x i-;záza,lóklrnl kell csökkenteni.
ahol fJ a modell paramétere, x értékét pedig az flzaLja rneg, hogy a korrigált
összeg a felső korláttal legyen egyenlő.)
e) Felvesszük valamilyen nem-egyensúlyi kezdeti helyzetet (egyensúlyi
kezdeti helyzetből ugyanis hay és a korlátok kompatibilisek triviálisan
mindig egyensúlyi helyzet adódna).
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A számítás menete 
Veszünk az e) pont alapján meghatározott nem-egyensúlyi kezdeti helyze­
tet (t = 1). 
A választott {o::;}T=i megoszlással ebből kiszámítjuk at= 2 évi kötelezett­
séget, hozzáadjuk a c) pont alapján a t = 2 évre számított szándékolt kezdést.
Ez adja at= 2 évi beruházási szükségletet, amelyet egybevetünk ab) pont
alapján adódó beruházási korlátokkal. A d) szabály alkalmazásával korrigál­
juk az egyes évjáratoknak jutó összeget. A korrekciókat nyilvántartjuk (majd
az elmaradást pozitív, ill. az előreszaladást negatív előjellel átvisszük a t = 3 
év azonos évjárataiba). A t = 2 évi korrigált beruházásból az {a;} T=i meg­
oszlással (a fenti hátralékok figyelembevételével) kiszámítjuk a t = 3 évi
kötelezettséget. A beruházásindításnál azonban nem vesszük figyelembe az
előző évi elmaradást vagy többletet, hanem a t = 3 évi szándékolt kezdést
írjuk be stb.
Nyilvánvaló, hogy ez a modell sohasem válik működésképtelenné, a B)
részben megadott értelemben.
Az általános modellben stabilizáló tényezőként hat egyrészt az, hogy a be­
ruházási összeg minden évben bizonyos határok között mozoghat, másrészt
pedig az, hogy ha a szükségletet korrigálni kell, a korrekció nem kizárólag
az indítást terheli
Stabilizáló tényező az is, hogy a szánzkolt indítás az egyensúlyi értéktől
spontán nem tér el, de csak abban az esetben, ha a szándékolt növekedési
ütem mindig belefér a korlátok közé.
Mielőtt a levonható következtetésekre rátérnénk, előre kell bocsátanunk,
hogy az általános modellre vonatkozóan egzakt eredményeink nincsenek,
hanem egyenlőre csupán numerikus példákon és a B) részben tárgyalt speciális
esetre támaszkodó heurisztikus megfontolásokon alapuló sejtéseket mond­
hatunk ki. A manuális számítások időigényessége miatt a lehetséges pararné­
terkombinációkból vett meglehetősen szűk ,,mintával" dolgozhattunk. Éppen
a következtetések sejtésszerű jellege miatt fontosnak tartjuk, hogy bemutas­
suk a paraméterek lehetséges tartományának azt a részét, amelyre számításaink
kiterjedtek.
a) Mint említettük, megfelelő beruházási korlátok esetén stabilizálja a mo­
dell működését az, hogy soha nincs spontán eltérés az egyensúliy( szándékolt)
indítástól. Meg kellene vizsgálni, mi történik, ha az indítások - bizonyos
korlátok között - spontán is változhatnak.
b) Nincs elegendő számítási tapasztalatunk a megoszlás változtatásával
kapcsolatban. Az eddigi számításokban csak két-három stabilizáló (q < 1), 
ill. destabilizáló (q > 1) megoszlás szerepelt.
c) Csak egyféle átlagos növekedési ütemmel számoltunk. Nem vizsgáltuk
hogy az át,lagos növekedési ütem megváltoztatása pl. változatlan sáv mellett
hogyan befolyásolja a rendszer viselkedését. ·
d) Csak a szándékolt növekedési ütemhez képest szimmetrikus korlátokkal
dolgoztunk (pl. ha a szándékolt növekedési ütem évi 10%, a korlátok 5-15
vagy 0- 20 százalék voltak).
e) Túllépés esetén a kötelezettség valamennyi évjáratát azonos arányban
csökkentettük, csak az indításoknál engedtünk meg más csökkenéstú mégpedig
úgy, hogy ha az indítást x százalékkal, a kötelezettség évjáratait y százalékkal
2*
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csükkentjük, a fJ = ~ egy számítási sorozaton belül állandó maradt. A fJ 
y 
paramétert az indításra való ráterhelés mértékének nevezzük.
Elmaradás esetén viszont csak az indítást növeltük meg, nem vettük fi­
gyelembe a folyamatban levő beruházások gyorsításának lehetőségét. Ez fel­
tehetően stabilizáló hatású lenne.
f) Nincs egzakt definíciónk az egyensúlyi helyzettől való kezdeti eltérés
fogalmára. Nagyobb kezdeti eltérésen azt értjük, hogy minden évjárat nagyobb
mértékben tér el az egyensúlyi helyzettől.
Rátérve most a következtetésekre, először osztályozzuk a modell lehetséges
viselkedési típusait:
a) Előfordulhat, hogy a beruházási szükséglet kezdettől fogva nem ütközik
a beruházási korlátokba (nem túl destabilizáló megoszlás, az egyensúylitól
nem nagyon eltérő kezdeti helyzet, a korlátokkal kompatibilis szándékolt
növekedési ütem esetén). Ekkor a modell gyorsan beáll az egyensúlyi növeke­
dési ütemre.
b) Lehetséges, hogy a beruházási szükséglet eleinte néhányszor beleütközik
az alsó és felső korlátokba, de azután a kilengések csökkennek, és idővel beáll
az egyensúlyi növekedési ütem.
Ebben a két esetben a modellt az adott paraméterekkel stabilnak nevezzük.
c) Végül megtörténhet, hogy a beruházási szükséglet kezdettől fogva állan­
dóan beleütközik a korlátokba, a szükséges korrekciók egyre növekednek
(vagy legalábbis nem csökkennek). Ilyenkor instabilitásról beszélünk.
Finomabb különbségeket is érzékelhetünk. Pl. lehetséges, hogy a modell
két különböző paraméter-együttes esetén egyaránt instabil, de a második
paraméter-együttessel a korrekciók szisztematikusan kisebhek, mint az első­
vel. Vagy előfordulhat, hogy két más paraméter-együttes egyaránt stabil
működést eredményez, de a második paraméter-együttessel a beruházási
szükséglet kevesebbszer ütközik a korlátokba, hamarabb rátér az egyensúlyi
pályára, mint az elsővel. Mindkét esetben azt mondjuk, hogy a stabilitás javul
Az alábbi táblázat foglalja össze a valószínűsíthető megállapításokat. A táblá­
zat minden sorához hozzáórtendő az a megszorítás, hogy ,,a többi paraméter
változatlansága esetén".
A modell paraméterei A paraméterekváltozásának iránya A stabilitás változása
Megvalósítási megoszlás, { oj(} 4~ T stabilizáló hatás erő- javul
södik (q csökk.)
Az indítások szándékolt növekedési nő (nem vizsgáltuk,
üteme, y feltehetően javul)
Az évi beruházások felső és alsó bővül javul
korlátai közötti különbség, B1 - B1 
Az egyensúlyi helyzettől való kez- nő romlik
deti el térés
Az indításra való ráterhelés mértéke, {J nő romlik
A BERUHÁZÁSI FOLYAMAT MODELLEZÉSE 21
A legfontosabb - ismételjük: sejtésszerű. - következtetésünk az, hogy
minél erősebb a megoszlás stabilizáló hatása, annál inkább lehet a beruházási
feszültségeket az indításra ráterhelni, miközben a modell még mindig sta­
bilan működik. Megfordítva, minél destabilizálóbb a megoszlás, annál szűkebb
sávon belül kell - az egyensúlyi indítási pályához viszonyítva - tartanunk
a beruházásindításokat, különben a modell instabillá válhat, és ez az összes
folyó beruházásra vonatkozó korlátokat csak olyan kitágításával ellensúlyoz­
ható, amilyen reálisan nem valósítható meg.
Megjegyezzük, hogy az így kialakuló ciklikus mozgást semmiképpen sem
szándékozunk azonosítani a ,, beruházási ciklussal". Csak arra akarunk rá­
mutatni, hogy bizonyos körülmények között a beruházási igények (ahogy
azt itt definiáltuk) oldalán kialakult helyzet befolyásolhatja a beruházások
fellendítésére vagy visszafogására irányuló lépések hatásosságát.
A további kutatás két irányban haladhat: egyrészt meg kellene kísérelni,
hogy a magyar népgazdaságot az utóbbi években, ill. a közeljövőben jellemző
megvalósítási megoszlásokat, ill. egyéb paramétereket megállaptsuk, és a mo­
dell működését e paraméterértékek környezetében ,,nagyítóval" vizsgáljuk;
másrészt a numerikus példák szaporításával (esetleg deduktív módszerekkel)
ellenőrizni a sejtéseket.
Különösen fontos kérdés, hogy az általános modellre is_ érvényes-e az a meg­
álla.pitás, hogy a megoszlás stabilizáló, ill. deatabilizáló hatása csak a hozzá
tartozó karakterisztikus polinom q-jától függ-e, mint azt eddigi számítási
eredményeink alapján feltételeztük.
Nem vizsgáltuk még azt sem, azonos-e az adott megoszláshoz tartozó karak­
terisztikus polinom domináns gyökének megfelelő periodicitás és az általános




A differenciaszámítás tankönyveiben [2] megtalálható, hogy a (7) homogén
lineáris differenciaegyenlet ('I' - 1) darab bázismegoldását a (8) karakterisz­
tikus polinom gyökei segítségével az alábbi módon nyerjük:
legyenek q1, q2, .•. qP a (8) karakterisztikus egyenlet egymástól különböző




Ekkor a bázismegoldások a következők:
qt tqt t (sp-l)qt } P' · P' ... ' P aT+l 
azaz röviden: B = {tlq5: 0 _s j • s;, 1 • oD p}
Ezen bázismegoldások tetszőleges lineáris kombinációja kielégíti a (7)
differenciaegyenletet. Így az si, eA= • :: = sr-i kezdeti feltételeket kielégítő
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lineáris kombináció }.1,i (1 Ott i Ott p, 0 Ott j < s;) együtthatóit a
aTTl 
egyenlet szabja meg. Ezen együtthatókkal tetszőleges t-re s1 az
(12)
alakban áll elő.
Jelöljük e-val a aSl karakterisztikus egyenlet azon legnagyobb abszolút
értékű q; gyökének abszolút értékét, amelyhez van olyan j, hogy },1,i nem
zérus gyöke (12)-nek, azaz e= max { ­P=<= l Ott i Ott p és Jj; 0 Ott j < s; és
).1c,L= + gyöke ( 12)-nek }-
Két esetet különböztetünk meg:
a) ha Q > l vagy e = l és van olyan i,j. hogy (! = ­P(<= ).,,i # + és j ,.,,.- K= 
akkor nincs olyan t0 küszöbszám, amelytől kezdve minden t-re teljesülne az
(13) 
feltétel, vagyis a beruházási rendszer nem működőképes.
b) Ha e< l, akkor lim s1 = 0. Ezért van olyan t0 küszöbszám, hogy a (l3),_.,
feltétel teljesül, ha t > l0, az l :'.:( t Ott l0 intervallumban pedig az összes s1 
érték kiszámolásával győződhetünk meg, hogy a (13) egyenlőtlenség teljesül-e
vagy sem.
A (12) előállítás az {s,}t:1 sorozatot egyértelrnúen bontja fel. exponenciá-lisan
erősödő, ill. gyengülő szinuszos rezgésekre, amelyeknek jól definiált hullám­
hosszuk, amplitúdójuk és fáziseltolódásu k í_ K: 
Megadjuk az { s1 } 6t1 sorozatnak olyan, a (l 2)-vel ekvivalens előállítását,
amelyből az amplitúdó és hullámhossz könnyen kiolvasható
Tekintsük a aSl karakterisztikus egyenlet nem negaLív képzetes részű
qi, qi, • • • , qs, aD Oül gyökeit.
Ekkor IJ1c a q" = r" (cos <:Pfr + i sin cp") alakú, ahol O < rp1,. D n. Alkalmas
v,,j-1.fli konstansok segítségével s1 előáll az
s s,-1 
s1 = ~~ Y;,lrI sin (1p; i lep;) 
ok< J-0 
alakban.






= E <~ < T • 
s,-1
· . amplitúdója: A1 = ~ V;, u-; 
J=ú
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2. függelék 
Ha cl = C. ?/, ahol e, y > 0, akkor a modell speciális esetében szerepló
feltevések értelmében, és az (1) képletet behelyettesítve, a (3 )-nak megfelelő
T 




ét-(//-l) = t-(k-1) - 






~ __ k_ • ét-(k-1) = Ü 
k~l yk-1 




Valahányszor egy x0 (esetleg komplex) szám gyöke a (14) egyenletnek, 11. x0 
gyöke a (15) egyenletnek, és megfordítva. Ha tehát a (15) egyenlet domináns
gyökének abszolút értéke q, a (14) egyenlet domináns gyökének abszolút
értéke !L lesz.
y 
( Beér kezelt: 1977. 1náji1s 27.) 
IRODALOM
l. TÉNYI, Ov.: Beruházási egyenetlenségek a magyar népgazdaságban. Budapest, 1976.
A Közgazdaságtudományi Intézet sokszorosított kiadványa.
2. GEL'E'OND, A. 0.: Differenciaszámítás. Budapest, 1954. Akadémiai Kiadó.
3. FRISCH, R.: Kvantitatív és dinamikus közgazdaeágtan, Budapest, 1974. Közgazdasági
és Jogi Könyvkiadó lOa-1,17. o.
24 TARJÁN TAMÁS~TÉNYI GYÖRGY
EXPERI.lvIENT FOR MODELLING THE INVESTMENT PROCEDURE
The authors introduce the concept of the ,,implementation coefficients". In the present
discrete case the implementation coefficients are by definition the real numbers
(t) (I} (I}
rx l , et2 ' ... ' at ; (
[, (I) - ])
,.;;,_ CXz -
i-1
which show that given the total cost B1 of all investment projects started in the t-th yem
the part that will be spent
in the t-th year is
in the (t + 1)-th year is
in the (t + T - 1)-th is
C(r> Bi, 
iX~t) B1, and so on
C(\PB,. 
The authors deal with two investment models based on these implementation cooffi-
cien~. '
The first model is a morc special one in which the following two conditions are as­
sumed:
I) The implementation coefficients C(~>, rx.~>, ... , rx.~) do not depend on the start.ing
time t. 
2) The total yearly appropriation for investment purposes increases exponentially.
Starting from these conditions the aut.hors give an analytical decomposition of tho
time-series B1 into sine waves. Using this dccomposit.ion they give necessary and/or
sufficient conditions for convergence of B1 and define its pcriodi •ity. Using those
results the authors construct a more general model of tho investment process from which
some suggestions can bo drawn for a stabilizing investment policy.
3I{CTTEPl1MEHT no MO,aEnl1 POBAHv!JO nPOIJ,ECCA l{AnvJTAflOBJlü}t{EHvl5i
ABTOpbl BBO)UIT fl0H51TH0 epeanaaauaouuoro pacnpenencnnn», 8 COOTBCTCTB11H C 3TOH rpop­
MynHpOBKOti peanH3aL\HOHH00 pacnpeneneuuc (s AHCKpen10M cnyxae) npcACTaBJ151cT coűoü
P51/:I L\Hcpp
(!.; rx.~t) = 1)l=l
norcaasiearoumx: 'ITO H3 cyMMbl. (<Bt> accur-nonamrü Ha icanaransuue BJIO)l(CIIH51 HiltJJTbl0 D 1'01\
(</>) cxorrsxo 61,1no OCBOeHo
B rOA <is)> YaCTb C((I) l
B rozt <•s+ (1) l{aCTb C(~) H T. /~.
B rOA (8 + T - I) ,,acTb rx,ip 
8 CB513H C 3THM asropu paCCMaTpHBalOT ABC MOJ(CnH rcarnrram.uerx BJIO)l(Cfü!i,í.
Flepaaa MOA0Jlb 51Bn51eTC51 60J1ee cnel.(mj)Hll0Cl(OH H npir 3TOM HCXOA51T H3 cnenyrourero:
J) pacnpencneuae B acnercre peaJJH3al\HH 5113Jl51CTC51 3aAaHHbJM H03aBHCHMO OT
2) cyMl',la «arnrransuux BnO)l{eHHH enceronao paBHOMCpHO ynenHllJ-IBa0TC51.
v!CXOA>l J.-13 3T0rü anropu npHB0/:151T anannra-recrcoc <!JopmrpoBaHH0 PN(a HOBblX 0)1(Cf0AHO
paaneprsiaaeaux T(an11TaJJbHb!X BnO)l(CHHH (<01>>, nocpencrnoa tJero (<B1>> nucrynacr B J(alJ0CTBC
cyMMbl CHHYCOBblX !(One6aHHH.
Flocpertcraow HCl10Jlb30BaHH51 3THX peaynsraroa aBTOJ)bl pa3BepTbIBaJOT 6once o5U.(y!O MO­
ne.ns xarnrransnux BnO)l<eHHH, Ha OCHOBaHHH l(OTOpo/1 MOryT 6b!Tb BHCC0Hbl Hel(OTOJ)bl0 ripen­
nO)i(0HH51 no CTa6HnH3al(HH nornrrmca xanuransaux Bn0)1{0Jmit
3 i x Ó ú5 3 i <Sed5 Ü6d t ed< d5 ySt Gú+y G t Á 5 3 i < 
) h a s o n l ó s á g i f ü g g v é n y é s n é h á n y t u l a j d o n s á g a 
A számítógép-rendszerek tulajdonságainak összehasonlítására d 5! ó Andor
1972-ben bevezetett egy, a hasonlóságot kifejező mértéket. (Llsd: [l].) Ezt
a mértéket [2]-ben (1975) általánosította nemcsak matematikai értelemben,
hanem az alkalmazhatóság körének kiterjesztése révén is. Gyakorlati szempont­
ból [2]-ben a következő problémakör volt a vizsgálat tárgya:
Tegyük fel, hogy a á 1, á 2, ... , á L tulajdonságú gyártmány számszerű
jellemzőit a p = {p1, +v} ••• } ( LÚ vektor szolgáltatja. Ugyanezen tulaj­
donságokra nézve egy másik gyártmány számszerű jellemzői legyenek ] 
q = {q1, 4v} ••• } 4LÚ vektor által adottak. A p és q ismeretében keresendő olyan
egyetlen számérték, amely a két gyártmány tulajdonságainak a hasonlóságát
(vagy különbözőségét) elfogadhatóan jellemzi. Más szóval; keresendő a p és q 
vektor (vagy súlyrendszer) hasonlóságát (vagy különbözőségét) kifejező
egyetlen olyan mérőszám, amely lehetővé teszi többek között a termékek
tulajdonságainak műszaki-gazdasági paraméterek és egyéb számszerű jellem­
zők alapján történő összehasonlítását, s a különbözőségek mérését. Ennek
segítségével a termékek minőségének javításáról, gazdaságos ösztönzéséről,
a későbbiek során pedig a termékek minőségi információrendszerének létre­
hozásáról intézkedhetünk. Ez utóbbi hivatott arra, hogy felhasználásával
választ kapjunk: jelenleg melyik termék milyen ,,minőségi kategóriában"
helyezkedik el, a műszaki-technikai fejlesztés elmaradása esetén az idő múlá­
sával milyen kategóriába ,,esik" vissza; milyen tulajdonságát milyen mérték­
ben kellene fejleszteni, hogy minimális munkaráfordítással, költséggel, stb.
] gyártmány a lrntegorizálásban előbbre kerüljön, és így tovább. (A különféle
mutatóknak a matematikai modellekben játszott szerepéről lásd például
[4]-et.)
Az ilyen és hasonló szempontok előtérbe helyezése mellett [2}-részben az
információelmélet eredményeire támaszkodva - a termékek tulajdonságai
összehasonlításának a céljából definiálja a p é s q vektorok hasonlóságának
egy lehetséges mértékét, amelyből speciális esetként származtatható az 6l J­
ben bevezetett mérték is. A [3}-ban d 5! ó Andor, C· LXű· Á Ferenc és éW_]AW 
Sándor a hasonlóság mértékét a vállalatok és számítógépek nagysága, telje­
sítménye közötti egyértelmű megfeleltetés céljára vették igénybe. A [6}­
ban a szerzők módszert adtak a szakemberek véleményének értékelésére,
s a hasonlósági függvényt három számítógép típus műszaki jellemzőinek az
összehasonlítására használták. Az eddig kapott eredmények elemzése arra
utal, hogy a hasonlóság mértéke mint többváltozós függvény, a gyakorlati
alkalmazásoknál az elvárható praktikus követelményeknek megfelel. Magától
értetődően nemcsak a termékek minősítésénél, hanem számos más célra, így
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pl. pontozásos játékoknál (jégtánc, torna), káderminősítésnél, ergonómiai,
szociológiai, diagnosztikai, alkalmassági stb. vizsgálatoknál is felhasznál­
ható.
A hasonlóság mérőszámának megválasztása egyébként már régóta foglal­
koztatja a szakembereket, s erről némi irodalmi áttekintést [2] is szolgáltat.
Tulajdonképpen az identifikáció-elmélet egyik alapvető problémájának is
felfoghatjuk e mérőszám keresését, mivel ez esetben az azonosítás mértékének
a megválasztását, jellemzését szolgálja. Ilyen aspektusból és meggondolások
mellett a hasonlóság vagy eltérés kimutatását vizsgáló tudományos módszere­
ket, eljárásokat a ,,liasonlóság-elmélet" gyűjtőnév alá foglalt vizsgálatoknak
is tekinthetjük. A hasonlóság-elmélet egzakt, axiomatikus rnegalapozésáról
ma ugyan még nem igen beszélhetünk, de a problémakör gyakorlati jelentő­
sége a közeljövőben minden bizonnyal erőteljesen erre irányítja majd a ku­
tatók figyelmét.
Annál is inkább várható ez, mert például a bűnüldözésnél a személyazonosí­
tás; a számítástechnikában az alakfelismerés, a statisztikai informatikában
az ún. ,,auto.matikus osztályozás"1 problémáinak a megválaszolása is vala­
milyen hasonlóságot kifejező mérték felhasználásán alapszik (lásd [7] 135 -
166 o.). A tipusalkotással és osztályozással kapcsolatos kérdések megvála­
szolását a számítógép igénybevehetősége is nagymértékben befolyásolta, s ma
már az automatikus o ·ztályozás céljára kész programcsomagok is rendelke­
zésre állnak. Gyakorlati szempontból itt arról van szó, hogy sok esetben nagy­
mennyiségü adat kiértékelés nélkül ,,ömlesztve" áll rendelkezésre; s még ez­
után kell a problémák elméleti hátterét tisztázni nem egyszer úgy, hogy :Á fel­
dolgozás célját is menetközben kell kitűzni. Ma már az ilyen típusú problémák
megoldását a ,,végrehajtást végző tanító nélkül tanuló algoritmusok" segítik
elő, melyek végső fokon az adatfeldolgozás hatékony és univerzálisan hasz­
nálható módszerét adják. (Lásd még [9] JG. illetve 184. oldal.)
A hasonlóság néhány mérőszámát a [7] 5.4 táblázatában is megtalálhatjuk,
s ez tartalmazza a g [ÁÁ· I és g_5} é5Z_6 és 3 >AB· L· ?} 1_AA_?: } E[ I· } J Á[ F+?5[ - 
féle hasonlósági mérőszámokat. (Az utóbbi kettő negatív értéket is felvehet,
ezért értelmezésük már kevésbé kézenfekvő!)
Az egyes módszerekről [7] nemcsak áttekintést nyújt, hanem rámutat
a vitatható kérdésekre, valamint a gyakorlati alkalrnazásolo-a is.
A továbbiakban eltekintünk a probléma gyakorlati vonatkozásaitól és ki­
mondottan csak matematikai kérdésekkel foglalkozunk. Úgy is mondhatjuk
hogy a hasonlóság-elmélet körébe vágó vizsgála,tokat végzünk a [2]-ben de­
finiált mértékre mint többváltozós függvényre vonatkozóan; s célunk e függ­
vény néhány - gyakorlati szempontból fontos - tulajdonságának a ki­
mutatása.
1. ) h a s o n l ó s á g i fü g g v é n y é s s z á r m a z t a t á s a 
Legyen P = {7!1, #aV • • • V ( LÚ és q = {q1, q2, ... , q,,} két azonos dimen-
n 11 
ziójú vektor, ahol x Z és 4Z > O; minden k-ra. ~ +}y = P; «4}y = Q. A [2J-be11
1.- 1 lc=I 
1 ) szakirodalomban a megnevezés korántsem egységes. Használatos még: cluster
analysis, numerikus taxonomia, csoportosítési algoritmus és más elnevezések.
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Dobó Andor a p és q vektorok hasonlóságának egy lehetséges mértékéül
definíciószerűen a
{l)
kifejezést választotta, ahol f3 > 0, a > 0, a ~ 1 való számok; 0 < }, =
= },(P, Q) -:;;: 1 a P és Q változóknak alkalmasan választott szimmetrikus
függvénye, amelyre teljesül: },(P, Q) ) 1 akkor és csak akkor, ~a P ) Q.
A továbbiakvan az (1) alatti H.. ,p(P, q) függvényt hasonlósági függvénynek
vagy a hasonlóság mértékének nevezzük.
Látni fogjuk, hogy a H.. VK-KV q) függvény származtatása a középérték-kép­
zéssel függ össze. A középértékek általános elméletében az x1, x2, • ' •. , x11 
valós számok p{, p2, ... , p~ súlyokkal
( ahol Pi d (0, ) Fp i = 1,2, ... , n) 
vett középértékén általában egy
(2) P"üt (J pí<P(x;)) 
] °] * ú kifejezést értünk, ahol <P -hF egy a valós számokon értelmezett szigorúan
monoton (növekvő, vagy csökkenő) és folytonos, de egyébként tetszőleges függ­
vény; <Jj-1-öF = x az y = <P(x) függvény inverzét jelenti.
<P(x)-et a (2) középértékhez tartozó KoLMOGOROV-NAGUMO függvénynek
is szokták nevezni. ·
A (2) alatti kifejezést homogén középértéknek nevezzük, ham> O valós szám
esetén
-f F <Jj-1 (ipí<P(rnx;)) = m<P-1 (ipí<P(x;)). 
t=I t=I 
Ilyen előzmények után rétérünk Ha,fJ(p, q) származtatására, mindvégig fel­
tételezve a <P(x)-re tett kikötések teljesülését.
Első származtatás
9s: - F 9s: RR :R Á Legyen H.. ,fJ(p, q) =<P-1 <P(it) · <P(v) = uv, ahol <P(x), x 2: J eseten, o y-
tones nem negatív (azaz <P(x) 2: 0) és szigorúan monoton függvény;
n n
xi, y1 E (0, JJFp Pi, qi E (0, ) Fp ha i = 1, 2, ... , n és ~P; = P; 4q; = Q;
i=I i=I
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- 2<P(w) 2''p;<P(z;) Y <P2(w) ~Pi
i=I i=I
alapján (4) értéke
v t n l 11
P"ói i á =-:-- 2''p;<P(x;) és cf>(v) = -~q;<P(y;) 
p i=I Q i=I
esetén lesz minimális. Minthogy esetünkben <P(x) invertálható függvény, ezért
u-ra és v-re
(
1 n )ii= <P-1 - _:EP; <P(x;) 




V = cf> l Q ~(f;W(y;) 
adódik.





)' ( Á O )7 u = p~p1xí és v= Q ~(f;YÍ . 
Ha most P; ; 0, q1 ; 0, minden i = l, 2, ... , n-re, akkor az
-PF 
és
2_ =_(J_ -&hB ÁF 
r l - &h 
választással következik, hogy
Vagyis H«,f3(p, q) éppen az (1)-gyel definiált hasonlósági függvény.
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Második származtatás
Legyen




, i-(3 , i-/J q 
X - 11/2 Pk . y - 11/2 lqk . p' _ -1!!!._•q' = -'-"-.1c A , , !{ /'. , r E'lc ::" n 'k n ' 
qk Pk ~Pi ~qi 
&) 4 &) 4 
k = l f 2, . . . , n és O < A :::_:;: t pedig alkalmasan választott paraméter.
Ismeretes (lásd: [8] 84. Tétel 68. oldal) a homogén középérték azon tu­
lajdonsága, amely szerint i ( x ( = esetén a homogenitás maga után
vonja a <P(x) = xr, vagy <P(x) = log x teljesülését. Amennyiben <t>(x) = xr és
_!_ =_{J_ (o: # 1) akkor könnven meggvőződhetünk arról, hogy ezen válasz-
1
" ,,
r - o: 
tásokkal (1)-hez jutunk.
Ha pedig (r; -hF = log x, akkor
(
n ) ( n ) n (p' r(r; S1 ~pí<P(x;) <[J-l ~q;<t>(y;) = ,1_n· ~ .. 
Á) Á Á) Á T) 4 q,
) aC Tétel alapján látni fogjuk, hogy ezen <P(x) = log x választás a lim Ha,fJ(p, q) 
a-l
esetnek felel meg, s ezzel a közölt módon való származtatás egyértelművé
válik.
uv ) h a s o n l ó s á g i fü g g v é n y t u l a j d o n s á g a i 
Hap;, és qí, valószínűség-eloszlást reprezentál és ka ó"f q) jelenti az o:-rendű
JEFFREYS-féle invarianciát vagy más néven a Ja-divergenciát - ami fel­
fogható a p' é s q' eloszlások különbözősége mérőszámának - akkor, mivel
definíció szerint (v.ö.: [2], [5])
-2F 
t n n (p'.q')a
J ( ) ---10<1 ): ~ l ·./( ="- p, q - t b2 ,.,_ .,;;;;;,. ( I ')oc-J.
0: - &) 4 *) ° P,,q;
(o:#1).
ezért könnyen belátható a hasonlóság mértéke és a Ja-divergencia közötti
azon kapcsolat, amelyet az alábbi tétel fejez ki:
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1. Tétel:
Ha a~ 0, de ct.# 1, akkor
( l ') ({J ~ 0),
illetve
(6') J"p, nF = ~ [log2Ho,,a(P, q) - log2H",~(p, nF+ ((J > 0).
Bizonyítás:
Mivel
Ho,,a(P, q á ) ),(P,Q) (-l-i i (p;q,,~1).a ) J(P, Q)
PQ &) 4 *) 4 (p1cq;) 
= Ha,o(P, q) = Ho,o(P, q) 
ezért
,B
H ( ) = H ( )l-l_~ ~ (p;q1ct ]"-1
· a,,B p, q 0,0 p, q J-c>Q ~ ,.;;,, ( )"- 1 ·
1=1 k=I pkqi 
Ha mindkét oldal 2-es alapú logaritmusát vesszük, akkor egyszerű átrendezés
után kapjuk, hogy ({J > J esetén)
1 [l n 1 H ( )] 1 1 [ ~ ~ l (p,-q,J" ]-; og2 :zo,o(P, q áü og2 a,,a P, q = --- og2 .,.:;. . ~ -.- . a-i ,
(J ct. - t &) 4 °() 4 PQ (pkql) 
s minthogy az itt kapott egyenlőség jobb oldalán éppen a J" divergencia áll,
ezért a tétel be van bizonyítva .
A (6') alatti kifejezés a p és q vektorok hasonlóság-elméleti távolságának
fogható fel, amely speciális esetben információelméleti távolságot jelent. A ké­
sőbbiekben közölt vizsgálatok eredményeként ugyanis belátható, hogy J"(p, q á 
eleget tesz a ,,távolsági mérőszámokkal" szemben támasztott, azon követel­
ményeknek, mely szerint:
t ° +O-KV nF ; J 
2° +O-KV p) = 0
f J +O-KV nF = J"(q, p). 




n .a(~ - ~)
lim Ha,p(P, q) = _ yfy(p, q) IJ -KOF C • S4 °(SÁ qi< 
Bizony·ítás :
Mivel a
Ha,p(P, q á = Ho,o(P, q)2-PJa<P,q); (ct# 1) 
A HASONLÓSÁGI eÜ ' ' 6 É 5 Ü f Á 
függvényben csak a
Á Á Á n n -K .q )"'
J.(p, q) = -- log, g(o:) =-- log2-~ 2' ' k 
o: - 1 o: - 1 PQ i=I k=I (pkqi)"--l
függ o:-tól, ezért elég a lim J.,(p, q) határátmenetet vizsgálni.
• S4 




[log, q(o:)]' = q'(o:) = t v ,i _ip;qk (p;qk)a.-1 logz p;qk,
q(o:) ln a P Q q(o:) i=I k=I Aq; Pkqi
ezért
Ennél fogva
fi (Pk _ qk)
n (p ) P Qlim H.,,fi(p, q) = H0,0{p, q) J] -'' . 




ú 0CV:&-KV q) hasonlósági függvénynek az o: = l pontban
szakadása. van, ezért lehetséges, hogy
fi (Qk Pk)
9s: S 




legyen. A továbbiakban o: = t esetén H1,p(P, q) alatt az (l") értendő.
2. Az iménti megjegyzés értelmében az 1. Tétel akkor is igaz, ha o: = 1.
A további vizsgálatok könnyebb kezelhetősége végett vezessük be a következő
jelöléseket, legyen:
i, k = I, 2, ... , n
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{)
/(s)= cp(sl = [~a;bfr- 
ahol fJ > 0, 1n = na és s = 47 S t # 0.
Könnyen belátható, hogy e jelölések felhasználásával _ ff_ ffk óp f q á az alábbi
alakban írható fel:
H ( ) = Jc(P,Q) = Ho,o(P, q). 
"-,fl p, q /(s) /(s)
Ezek után rátérünk az /(s) függvény tulajdonságainak vizsgálatára.
l. Lemma:
Amennyiben 47B 1, akkor - ha van olyan & = &J index, amelyre b;, # ÁV 
akkor /(s) az s-nek (s= 47 S ÁF szigorúan monoton növekvő függvénye, ha
pedig nincs ilyen index, azaz b; = 1, minden i = 1, 2, ... , m indexre, úgy
/(s)-1.
Bizonyítás:
/'(s)= {J/(s) [- lncp(s) Y scp'(s)]·
sa cp(s)
Ha létezik olyan 'Í = iJ index, amelyre b;, # 1, úgy azt kell belátni, hogy az
f'(s) > JC 
Mivel xlnx szigorúan konvex függvény a (0, JJF intervallumon, ezért ha
létezik olyan i és j, melyekre X; # x1, a, /- JV aj JZS 0,akkor
m n n p 
Minthogy ~a1 = ~ ~~ = Á és létezik olyan iJV melyre b;, # ÁV melyből
}) 4 °) ° Z-) 4 PQ 
az is következik, hogy van olyan j0, amire a bi,= 2_ teljesül, így a fenti egyen­
bi,
lőtlenségből X; = bf helyettesítéssel kapjuk, hogy
melyből az
ln cp(s) < S<p'(s) 
cp(s) 
egyenlőtlenség következik.
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Osztva az egyenlőtlenség mindkét oldalát s2 > O-val, az




rp'(s) _ ·111 rp(s)) > 0
srp(s) s2 
egyenlőtlenséget kapjuk. A fJf(s) ; 0 miatt ez azt jelenti, hogy f'(s) ; 0,
s ezzel a lemmát bizonyítottuk, az első esetre nézve. ) második esetben,
amikor b1 = l minden i-re (1 < i :S: m) akkor az
/(.,) ~ r Ja, bf ~ fi ·l ! I m i n d e n f # y es e t é n f s e z t k e ll e t t b iz o n y í - 
tanunk.
3. Tétel.·
) fJ > 0 és ex. # t esetén, ha q # ~ p, akkor H",13(p, q) a-ban szigorúan
monoton csökkenő, ha pedig q = Q p, akkor H" tj (p, q) = 1c(P, ~ áv p ' 
Bizonqiiás :
A ({ # ~ p, feltételből következik, hogy a piq" = 1 nem teljesülhet minden
1 Pk~ 
• 1 1 2 é . l l t 1 · · · 1 ' pi q; . tt .i, ,e= , , .... , n eset n, m1ve 1a e Jesu ne, ugy- = - m1a , - mint
p" q,,
az könnyen belátható - , a q = Q p is teljesülne. Ez pedig azt jelenti, hogyp
bi= I sem teljesül mindeni= ÁV 2, ... , 1n esetén, így az ÁC Lemma és a
H . - },(P,Q) 
,,,iP, nF S f(s)
összefüggés miatt a tétel állítása az első esetben bizonyítva van.
A második esetben, azaz ha q = yp. ahol y= Q teljesül, akkor. p 
:+ 
H,,p(P, q) ) },(P, Q) [i i YPi!k ( YPiJJ1c FOSÁoOSÁ ) J(P, Q).
&) 4 °( ) 4 yl YP1,Pi
Ezzel a tételt mindkét esetre nézve bizonyítottuk.
Megjegyzés:
E tétel alapján, ha q # ~ p, akkor H,,p(P, q). ex. SY t ü 0 esetben szigo­
rúan monoton osökkenően, ex. _,. I + 0 esetén pedig szigorúan monoton nö-
:3 t T&{ L ] Á , , ZÁSa 
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vekedően konvergál H1,p(P, q)-hoz, melyből nyilvánvalóan következik, hogy
H,,_,p(p, q) a teljes (-00, 00) intervallumon szigorúan monoton csökkenő a- 
ban. Ha pedig q = Q p, akkor ól há alapjánp
H1,p(P, q) = ).(P, Q).
2. Lemma
lim/(s) = B13 (/3 > 0),
Bizonyítás : 
Jelölje L azon i indexek halmazát, amelyekre fennáll a bi = B egyenlőség,
továbbá legyen e = ~ a;. Könnyen belátható, hogy O < e :::;: 1.
iEL
E jelölés felhasználásával kapjuk, hogy s > 1 esetén
m m





e'iB:::;: -np-UFFU===p= B. 
t 
Mivel lim e5 = 1, ezért
1
lim(cp(s))s = B,s--
amiből már következik, hogy
/3
Iim /(s)= lim (cp(s))s = BP.
s-oo s üoo 
Megjegyzések:
lv lirn /(s) = bf3, 
s--oo




ahol e ) _!_és u ) -s·
I b- ' 
I
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továbbá
1
L ] h \ Ci, m2, ..• , cm} = --------min{ bi, b2, ••• , bm}
így a lemma alapján kapjuk, hogy
lim /(s)= 1 = _l_ = bf!. 




aC b; = p,q,, , ahol k = [.!_] Y t és l = i - -* S Á )n ha.!_ nem egész szám,
~~ n n
ha pedig .!_ egész szám, akkor k =.!_és l = n. Így b; = 1, hal= k; olyan
n n 
t b;-khez pedig, amelyeknél l # k, található olyan j index, melyre b; = -.
bl 
Ez azt jelenti, hogy vagy minden i = 1, 2, ... , m esetén b; = 1, vagy van
olyan i és j index, melyre b; > 1 és b1 < 1. Az első esetben b = B = 1, míg
a második esetben B = b;. > 1, melynek reciproka - mint láttuk, ilyen bj,
van, - adja a b értéket. Ezért minden esetben igaz, hogy b = _!__ Ennek
B 




1. H ) ).(P, Q)irn "p(P, q = ---._ ., ' BP ({J > 0).
Bizonyilás:
A tétel állítása a 2. Lemmából triviálisan következik.
Megjegyzéselc:
1. A 2. Lemma második megjegyzésében kapott eredményből következik,
hogy
Jim H.,p(P, q) = ).(P, Q) BP.
s üüoo 
2. a ~ 1 esetén a
?,(P,Q) H ( ) H
:+ 
! oc,{J P, q ~ l,p(P, q á 
B
a; < t esetén pedig a
).(P,Q)
H1,p(P, q) ~ H._/J(p, q) ~ BP
egyenlötlenség áll fenn.
3*
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5. Tétel :
Ha p1 ; O; q, ; 0 i = I, 2, ... , n és /J ; O; a> 0, akkor tetszőlegesen
n
rögzített p és Q = ~q, esetén H~,fi(p, q) < Á(P, Q), az egyenlőség akkor és
&) 4 
Q n 
csak akkor áll fenn, ha q = y p, ahol y = - , P = ~ p,.
p &) 4 
Bizonyítás:
Ha q = y p, akkor a # t esetén
fi 
H .. ,fi(p, q) ) },(P, Q) 6i i YP,:k (YP,P1<)"-1]1_,, ) ),(P, Q)
i=lk=I yP YPkPi .
a = t esetén pedig
. n ( p ) fi (i N S }­F 
0 ÁC:&-KV q) ) Á(P, Q)n· _k ) Á(P, Q).
. lc=I yqk 
Ha pedig q E y p, akkor a f C Tétel értelmében H .. ,µ(p, q) szigor Ci an monoton
csökkenő, ezért tetszőleges a > O-ra
ÁÁ CC V:&-KV q) P _ 0,tj (p, q) = Jc(P, Q).
Ezzel a tételt bizony[tottuk.
Az eddig kapott eredmények alapján könnyen belátható. hogy H.. ,fi(p, q); 
fJ ~ 0, a > O esetén rendelkezik a következő tulajdonságokkal:
1 ° I-I.. V:+-KV q) = II.. ,fJ(q, p). 
2° 0 s: 11 .. ,13(p, q) :::::;: 1. 
3° /J # 0 esetén H.,,tj (p, q) = 1 akkor és csak akkor. ha p = q 
1 ° Ha tetszőleges P ; i V Q > J és e ; J esetén
?t(P, Q) = Á(cP, cQ), akkor
0 CC V:+-KV q) = 0 CC VZ+-mKV mnFC 
Valóban az IO tulajdonság triviálisan teljesül, mert -ÁF alapján H .. ,
13
(p, q) 
a p, és q1 változók szimmetrikus függvénye (i = I. 2, ... , n). 
Továbbá a > J esetén, az PC Tétel alapján:
J S: 4SÁ CC VZ+-KV q) _s;:: ).(P, Q) S: 1. 
Mivel Jc(P, Q) ) 1, akkor és csak akkor teljesül, ha P ) Q, továbbá q -/e JJP,
ahol y = ~, esetén H.. , .. (P, q) < Jc(P, Q).
Így a 2° és 3° tulajdonság érvényessége bizonyított.
A 2° tulajdonság tetszőleges a < 0 esetén nem igaz, mert például n = 2;
K1 = 8; K2 = 5: n" = 4; q2 = 2; a= 20; /J = 21 esetén
_ vv f11(p, q) = 22,78Jc(P, Q).
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S Ila it.t 1(P Q) = 2VPQ kk H ( ) 19 69 (L' d ' 4 T't 1A , p Y , a or •,/3 p, q = , . as meg a , e e
2. megjegyzését 1)
A 1 ° tulajdonság behelyettesítéssel egyszerűen adódik.
3. A hasonlósági függvény speciálisabb esetei
Az alábbi vizsgálatok a hasonlósági függvényben szereplő változók, illetve
paraméterek speciálisabb választásaival függnek össze. Vizsgálatainknál már
szerepet játszik a Jc(P, Q) szimmetrikus függvény megválasztása is. A követ­
kező tétel ?.(P, Q) konkrét megválasztásával függ össze.
6. Tétel:
1
Ha sh = - ; t ~ 0; (3 > 0; Q < P, akkor C] 
a 





E a s& Vp/(q/, 2VPQ 2T
Ht, K-KV nF = p Y Q [p Y Q ]
hasonlósági függvény szigorúan monoton növekedő függvénye qrnek a [O, pj) 
intervallumon, minden j(l ~ j ~ n)-re.
Bizonyítás:
A l:-I'.i.,/J(P, nF függvény szóban forgó monotonitásának belátásához (3 > O;
t ~ J és - F miatt elegendő kimutatni, hogy a
, n 
2 ~v·­,,,;;;. Pkqk 
G(p, q) =-";-'-+_Q_ 21/PQés b óp f q á = P+Q 
(pozitív értékű) függvények qrnek szigorúan monoton növekedő függvénye.
minden j(l ~ j ~ n)-re a (0, pÁF intervallumon.
Ehhez pedig csak azt kell igazolni, hogy
és aK(p, q) > o.
aqj 
Mivel




BG(p, nF = _!_ (P Y Q)-2 Pj / a / ~y- ;
aq.  a 1fp . q' ,,,;;;. Ph q" J ~ J. J Z-) o 
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és p1 ; q1 miatt p1 ; V p1q1, 
valamint fennáll
ezért
t ' -KV nF > o.
aq1 
Másrészt
és P > Q miatt
t ~ -KV nF = _!_ l /P (p + Q )-2 ( p _ Q) 
aq1 2 V Q 2 2
t ~ -KVnF > O.
aq1 
Ezzel a 6. Tétel bizonyítása teljes.
Külön érdekessége van annak az esetnek, amikor (J = I; p és q valószínűségi
eloszlásokat reprezentál. Ekkor P = Q = I, s így ).(P, Q) = 1, továbbá
(a:#1).
Mindkét oldal logaritmusát véve kapjuk, hogy
° n (p FOSÁ ° n (q FOSÁ -log2 H",1 (p, q) =-- log, ~ p1 _I_ Y --log2 ~ q1, _'!_ 
-7 S Á l=I q; -7 S Á 1,-1 P1c
Az információelméletben (Vö.: [5]) az
+O-K}nF = / Á _Jog2.iP, (P1)"-1
-7 S 1 1-1 q,
-ÁJF 
kifejezést a q eloszlásnak a p eloszlással való helyettesitésénél fellépő «-ad rendű
információnyerésnek nevezik. (Más elnevezéssel I" divergencia.) Nyilvánvalóan
aholJ"(p, q á a p és q eloszlások különbözőségének a mérőszáma (J,,_ divergencia).
1
Ha p1, = - , k = 1, 2, ... , n vagyisn
. {l t t t ha p = p = -, -, ... , - , akkor
n n n 
t ll
J,,_(qJp) = log2 n ---log2 ~q'ic
t ü <X lc=I
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Ugyancsak az információelméletben az
l n 
Jo:(q) =--loga ~q'í, 
1 - ex °( ) 4 
kifejezést a q eloszláshoz tartozó ex-ad rendű információmértéknek nevezik.
Nyilvánvalóan
-ÁÁF 
I°'(qli>l = Io:(i>l - I°'(q)
Io:(i>lq) = _ex_ I1--a:(P) -_ex_ ]1--0:(q),
1-ex 1-ex
ahol
Ir(Í>) = log2 n.
Az itt kapottakra való tekintettel
t ex
-log2 Ha:,1(p, q) =--log2 n - Ia:(q) ---11_o:(q).1-ex tüex 
Ha ex= 1, akkor
n Pk




I1(qlp) = ~ qk log2-1' = lim Ia: (qlp),
* ) ° Pk ]=SÁ 
([10] az I1(qlp) kifejezést a q eloszlásnak a p eloszlástól való információelméleti
távolságnak nevezi.)
Ha p = p, akkor
• ÁÁ t v 
I1(qlp) ) log2 n - ~q"log2- ) It (p) - It (q), 
* ) ° q,,
U itt
-ÁaF 
ami nem más, mint a Shannon-féle entrópia, (1. rendű információ).
Könnyen belátható, hogy az entrópia (bizonytalanság) és a hasonlósági
mérték között az alábbi összefüggés áll fenn:
. 1 n
et (q) = log2H11(p, q) - - ~log2 qk =' n * ) ° 
(13) 1
= log2 _ t ft (p, q) Y _jf t o g u~ = log, _ t ,i(-p, q) Y n I1-K°nFC 
k=I qk 
Megemlítjük, hogy az eloszlások eltérésének a Ja: divergencián kívül további
számos más mérőszámát is szokás használni. Így például az Ia: divergenciát
ha eltérést stb. (Bővebbet lásd: [9] 38-42. o.)
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Anélkül, hogy részletekbe bocsátkoznánk megemlítjük még, hogy a hasonló­
sági függvényt nemcsak diszkrét változók, hanem folytonos változók esetében
is definiálhatjuk, értelmezhetjük.
Ha például p = f(x) > 0 és q = g(x) 2 0 az [a, b] intervallumon integrál­
ható függvények, akkor
b 




P = J f(x)clx; 
a 
b 
Q = C: g(x)clx. 
a
Ha P = Q = ÁV akkor (14)-ből speciális esetként a Hellinger-integrált kapjuk,
(Vö. [9] 40. o.), amelyet mint mérőszámot - többek között - az alakfelisme­
réssel kapcsolatos problémák megválaszolásánál használnak.
4. A hasonlóság mértékének alkalmazása függvényközelítés esetén
A) eset (interpoláció): Adott x0, x1, ... , xn interpolációs alappontokhoz
tartozzanak az y0, y1, ... , Yn értékek.
Legyen Pk= y"; q1, ) gn(x,,) -°s) 0, 1, 2, ... , n), ahol On(x) egy n-edfokú
polinom. Határozzuk meg a On(x) polinomot úgy, hogy a p = {pJV #&V CC V # 8­ 
és q = {q0, q1, ... , qn} vektorokra nézve
4SÁCV:+-KV q) = t 
teljesüljön. Ekkor a 4SÁCVZ+-KV q) hasonlósági függv6ny 2° tulajdonsága alapján
szükségképpen fennáll, hogy
(15) y" ) g,,(x,J -Zs) 0, 1, ... , 8FC 
Mint ismeretes egy és csak egy olyan n-edfokú polinom létezik, amely ( 15)-nek
eleget tesz, és ezt a polinomot például a jól ismert Lagrange-formula szolgál­
tatja. Ez esetben tehát:
11 
,q11(x) = ;E L;(x) Y;, 
i=O
ahol:
L;(x) = (x - x0) (x - X;_1F-h S X;+1) (x - xn)
(x; - x0) (xi X;_1)(x; X;+I) (x; - xn) 
(i = 0, ÁV CC V n), a Lagrange-föle interpolációs alappolinomok.
A továbbiakban rátérünk a BJ eset (momentumok módszere) ismerteLósére.
Előbb azonban szükségünk lesz egy ú } fogalomnak a ,,hasonlóság vára/lrmsága
mértéké" -nek a bevezetésére.
Minden p, q vektorpárnak megfeleltetünk egy olyan q CVZ+-KV q) valós
számot, amely csak a H.,p(P, q) hasonlósági mértéktől függ. Pontosabban
szólva a p, q vektorpárhoz a
q CVZ°-KV q á = e-0CVZ°-KV q ááv (/3 > JF 
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értéket rendeljük, ahol F(x) monoton csökkenő függvény. Abban az esetben,
amikor még az F(xy) ) F(x) Y F(y) és F ( ~) ) ! is teljesül, akkor a szóban
levő számot a p és q vektorok hasonlósági váratlanságának nevezzük.
Nem nehéz belátni, hogy a közölt feltételek mellett:
4 4 W, tj (p, q) = - loga SSS V (/3 > 0)., /3 H",13(p, q) 
Az I. Tétel alapján nyilvánvaló az alábbi állítás helyessége:
-Á2F 
7. Tétel:
Ahhoz, hogy tetszésszerinti fJ > J esetén W" 8(p, q) (J-tól független legyen,
szükséges és elégséges, hogy },(P, Q) = I legym1. Ekkor
(17)
vagyis a hasonlóság váratlansága megegyezik a különbözőség mértékével.
l. }{övetkezmény
V0(p, q) ) 0 akkor és csak akkor teljesül, ha _ yfy(p, q) ) ).(P, Q) ) I
azaz, ha P = Q.
B) eset (momentumok módszere):
Legyen p1, = y1,; qk = g(xk; a0, av ... , as)= g(xk; a), ahol a = (a0, a1, ... , as)
egyelőre ismeretlen paramétervektor, g(x; a) tetszőleges függvény .
.Feladat:
Ha az x,,(> 0), (k = I, 2, ... , n) értékekhez valamilyen módon (pl. méréssel,
megfigyeléssel stb.) hozzárendeljük, meghatározzuk az Yk(k = I, 2, ... , n)
értékeket, akkor fennáll azon kérdés: hogyan válasszuk meg az a paraméter
vektort ahhoz, hogy a közelítés a ,,lehető legjobb" legyen?
Egy lehetséges eljárás a következő:
Legyen:
X . °) - ! \ ! Z R ! Fp 
_ C xh
Meghatározandók azon a0, av ... , a5 értékek, amelyek esetén fennáll a
-Á• F +O-7 ( +FKV x<ilq) = 6O-7 y&; KV h( +FnF (j = _V 1, ... , UF 
(j = 0, 1, ... , s). 
összefüggés; más szóval az a vektort határozzuk meg úgy, hogy a hasonlóság
váratlansága egyezzen meg a különbözőség mértékével.
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Mivel H0 0(p, q) = ).(P, Q), továbbá ).(P, Q) = 1 teljesülésének kritériuma
P = Q, azért (18)-ból következik, hogy
n n
~x£yk = ~ xÚJ(xk; a); 
k=I k=I 
(j = 0, 1, ... , s). 
Ez vegso soron s Y 1 számú egyenletet jelent az a komponenseire nézve;
az eljárás szempontjából pedig a momentumok módszerére vezet.
Ha pl. g(x; a)= a0 Y a1x Y CC Y a8xS, akkor az a1 (l = 0, 1, ....UF 
paraméterek egyértelmű ,,legjobb" becslésére ugyanazt kapjuk, mintha a
legkisebb négyzetek módszerét alkalmaztuk volna (Vö.: [ll] 376. o.)
5. A hasonlósági függvény valószínűségi változók esetén
Vizsgáljuk a
H.. ,p(p, q) 
függvénynek azt az esetét, amikor
1 1
ix= - ; f3 = - és p > O; q > 0. 
2 4







H112. 1/4(p, q) = H(p, q) = ).(P, Q) k-V.PQ 
0 -KV nF = ).(P, Q) · <-KV nFC 
Az R(p, q)-nak az alábbi valószínűségszámítási vonatkozású interpretációjáí.
adhatjuk:
Legyenek p&V paV CC V ;n teljesen független valószínűségi változók, melyre
nézve M(;k) ) mk, D(~,c) ) a,,, (k ) 1, 2, , n). Legyenek továbbá a"a,, =
=fi;;> O; bkat, = 'V qk > 0, (k = l, 2, , n) valós számok, és legyen:
ÁÁ 
W+Á =~a"(~" - mk) 
* ) 4 
n
W+a) ~b1c(~,1 - m,,). 
* ) 4 
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Ekkor:
M(ri1) = O; M(ri2) = O;
n n
> -u W&aF = ~a~akbk= ~VPkqk,
k=l k=l
D(ri1) = Viatalc = ,ri Pr,= vr . 
k=I V k=I 
D(ri2) ) V ~b~a); ) V~qk = VQ,
és így RÜF1 és RÜF2 kerreláoiós együtthatójára fennáll az alábbi ösezefüggés:
r(rii, 172) = M(111'Y/2) - M(ri1) M(ri2)
D( 171) D( 172)




k=VPQ = <-KV nFC 
p* ) (VPv VP2, ···,VP,,) és a q* ) (Vq1, Vq2, · · ·, Vqn)
vektorok iránycosinusa.
Ezzel a hasonlósági függvényt nemcsak a J,. divergenciával, hanem a korre­
lációs együtthatóval is kapcsolatba hoztuk.
Ha A(P, Q) = 4PQ , akkor, az eddig kapott eredmények alapján köny-
(P Y Q)2
nyen belátható, hogy
-0°OF H( ) - 4D(ri1)D(112) M ) - 4D2('Y/1) D2(112)
p, q - (D2(ri1l + D2(112l)2 (111 172 - [(D2(ri1) Y D2(ri2))]2 r(riv 172)
P ) Q esetén pedig a H (p, q) ) r( 'Y/i, 'Y/z) összefüggés is teljesül.
Megjegyzések:
ÁC Mivel
Da(ri1 Y 'Y/2) = 2r(rJ1, 'Y/2)D(rii)D(ri2) Y D2(ri1) Y D2(ri2L
ezért a -Á RF és (20)-ra való tekintettel
-0°ROF H(p, q) = D2(111 Y 'Y/2) - [D2(111) Y D2(ri2)] ).(P, Q).
2D( 171) D( 172)
2. Az itt kapott eredmények rávilágítanak a J112 divergencia valószínűség­
számítási jelentésére is. Ugyanis ] 
VPQ {22) +M2-KV q) = 1 log2S8SSS 
~Vpkqk
k=I 
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összefüggés felhasználásával kapjuk, hogy
(22') 
vagyis a J112 divergencia a korrelációs együttható logaritmusának konstans­
szorosa.
3. Tegyük fel, hogy 'f/ olyan valószínűségi változó, amely a ~1> ~aV • • • V ~n
teljesen független valószínűségi változók függvénye, mégpedig
YJ = h(~1, ~2, • · · , ~nl,
ahol h(x1, x2, ... , xn) olyan n-változós valós függvény, amelynek az összes
elsőrendű parciális deriváltjai léteznek és folytonosak.
Legyen M(~1c) = rn1c és D(~,J = a".
A többváltozós Taylor-formula szerint
s itt a deriváltak az xZ ) m1, Y IJ,.(x1, - m1r) (0 ( U,, ( l; k ) I, 2, ... , n)
helyen veendők. Amennyiben a l,, valószínfü,égi változók szórásai kicsinyek,
oh 
akkor az m1c helyen vett -- = a,, tényezőket első közelítésben állandónakax,,
lehet venni és így
M(YJ) ~ c-L 1, L 2, ... , L F 
D2(YJ) ~ D2{h(m1, m2, .•• , mn) Y ,i j1!___ -rÁV S  m")} =
°() 4 OX1, 
it.t a parciális deriváltak az m1, m2, ... , mn helyen veendők.
rt
Ha, feltételezzük, hogy M( 'I'/) = 0, akkor 'I'/ -~ad~,, - md közelítéssel
°( ) 4 
élhetünk. A h(x1, x2, ... , xn) ismeretében az a" együtthatók meghatározhatók
s ezt a tényt felhasználhatjuk a P« értékek megválasztásánál.
6. A kapott eredmények egy alkalmazása
Anélkül, hogy részletekbe bocsátkoznánk bemutatjuk, hogy az eddig kapott
eredményeket hogyan lehet felhasználni sportteljesítmények értékelésére.
Pontosabban az 1976. évi nyári olimpiaán elért eredmények alapján az orszá­
gok közötti rangsorolással foglalkozunk.
Elöljáróban megemlítjük, hogy az utóbbi időben egyre gyakrabban talál­
kozunk olyan törekvéssel, mely szerint egyes országok igyekeznek helyüket
a sportvilágban objektíven meghatározni, azért, hogy a fejlődés érdekében
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teendő intzékedésekhez egyfajta támpontot kapjanak. (Bővebb információként
lásd pl. [12].) 
Tényként említendő, hogy az olimpián résztvevő országokat hivatalosan
nem rangsorolják, de ,,nem hivatalos" jelzőkitételekkel szinte minden ország­
ban készül az érmek száma vagy a további helyezések alakulásának figyelembe­
vétele alapján valamilyen rangsorolás.
Hazánkban az első hat helyezés 7 -5-4-3- 2-1 pontszám hozzárende­
léssel készült rangsorolás terjedt el, s ezt veszi alapul Köves Pál is [12]-ben
amikor a megfelelő értékelő módszer kialakítását tűzi maga elé. A kiértékelési
mód legegyszerűbb esetében a pontszámok összegének monoton csökkenő
sorrendje adja a helyezések számát. A [12} a rangsor meghatározásánál már
a népesség számának alakulására is tekintettel van, s a lélekszám logaritmusa
és a pontszám logaritmusa között lineáris összefüggést tételez fel. Mi e helyen
nem bocsátkozunk ilyen irányú vizsgálatokba, csupán az 1976-ban Montreál­
ban rendezett nyári olimpiai eredmények alapján végzünk rangsorolást a
[ 13 J-ban található alapinformációk felhasználásával, figyelembevételével.
Számításaink során a következő módon jártunk el: A p vektor i-edik ko­
ordinátája 7 ha az i-edik versenyszámban egy ország csak egy versenyzőt
(csapatot) indíthat, ellenkező esetben 7 Y 5 Y 4 = 16, azaz a p vektor
i-edik (i = 1, 2, ... , 198) koordinátáját az i-edik versenyszámban egy ország
által elérhető összpontok maximális száma adja meg.
A q vektor koordinátáit minden ország esetén az illető ország által az egyes
versenyszámokban ténylegesen elért összpontok száma adja meg. A J...(P, Q) =
4PQ választás mellett (19) alapján elvégzett számítások eredményét
-# + Q)2





I Szovjetunió 790 0,614396 l
2 Német Demokratikus Köztársaság 636 0,494744 2
f Egyesült Allam.ok 609 0,478226 3
4- Nérnut Szövetségi Köztársaság 282 0,207346 4
5 Lengyelország 192 0,139646 [í
(i Románia l 81 0,122666 (l
7 .Iupán 168 0,09754-9 9
8 Bulgária lfi7 0,J 02193 8
9 Magyarország 15fi 0,l 04389 7
ÁJ Kanada 108 0,075358 10
11 Olaszország 101 0,067864 ÁÁ 
12 Nagy-Britannia 9(j 0,054G97 12
13 Kub1t 88 0,040265 14
14 Csehszlovákia 75 0,04 iees 13
lf\ Franciaország 71 0,036493 15
16 Finnország 56 0,026886 16
17 Jugoszlávia 5(i 0,022302 19
18 Svédország 55 0,024707 18
19 Ausztrália 52 0,026113 17 
20 Hollandia 41 0,0Hi268 20
21 Új-7.éland 36 0,012894 22
22 Belgium 35 0,01373() 21
23 Dél-Korea 34 0,010141 23
4 Poutszámok 4 4 
Betyoaés a
FI(p, q) értékek ll(p ,q) 
értékek szerint





24 Svájc 24 0,006956 26
25 Brazília 24 0,009039 24
26 Spanyolország 23 0,007023 25
27 Dánia 18 0,004217 28
28 Norvégia 18 0,003947 29
29 Koreai Népi Demokratikus Közt. 17 0,004258 27
30 Irán 16 0,003874 31
31 Jamaica 15 0,003920 30
32 Mongolia 14 0,003404 32
33 Mexikó 13 0,002439 35
34 Portugália 12 0,003194 33
35 Ausztria ÁJ 0,002623 34
36 Trinidad 8 0,001471 37
37 Írország 7 0,001615 36
38 Puerto Rico 7 0,001272 38
39 Venezuela 5 0,000521 39
40 Bermuda 4 0,000418 40-41
41 Pakisztán 4 0,000418 40-41





Meg kívánjuk jegyezni, hogy [12]-ben a lényegesen ,,radikálisabb" sorrend
változtató tényezők alkalmazásakor is számolhatunk pontszámok helyett
H értékekkel és az ilyen H értékek alakulása szerint rangsorolhatunk.
(Beérkezett: 1977. április 19.)
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SIMILARITY FUNCTION AND SOME OF ITS PROPERTIES
In this paper we use the concept of similarity function as introduced in [2]. .More
exactly: Given two n-dimensional real vectors of positive components: p and q
by the measure H expressing similarity of the two vectors we understand, by definition
the expression
where CG and /3 are real numbers satisfying the conditions Os;: fJ and Os;: CG ~ 1 resp.,
n n
P = :E Pk, Q = :E qk, and A is such a suitably selected function of the variables P and Q 
*S4 *S4 
for which O < ,1. = -1.(P, Q) s;: 1 holds, and here -1.(P, Q) ) 1, if, and only if P ) Q.
In the first part of the paper the authors point out that the origin, of the function
Ha.,p(p, q) is related to the formation of averages.
The second part contains results indicating the most important characteristics of the
similarity function (e.g. proposition No. 1 stating the connexion with the Jeffreys di­
vergence Ja.; the possible interpretability of the similarity function in the case of a. = 1,
etc).
Investigations of the third part are connected with the specification of the variables
and parametres figuring in the similarity function here an important role is played already
by the actual seelction of the symmetrical function -1.(P, Q).
The fourth part of the paper deals with applicability of the similarity measure to
function approximation.
The fifth part reveals interdependencies of the similarity function related to the cal­
culus of probabilities.
In the sixth and closing part of the paper the authors present a concrete application
of the results, which is concerned with the evaluation of sporting results.
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Bo BTOpoJ:í xacra npHBOJ(51TC5! peayru.raru, J(a10111He OCHOBHYIO xapaxrepncruxy f'OMOI'eH11-
'!eCKOM cpyHKUHH (aanpuaep, B03MO)l(H0e TOJJbl(OBaIIHe nepuor-o !lOJ10)1(CHH51, KaCa10111eroc51
CB5!3H C AHBepreHUHCH J~ 'rnna Jeffreys, eCJJH 3aBHCHMOCTb f'OMOrCHH'!HOCTH pasna IX= l).
B rperseü '!aCTH paccaarpaaaiorcsr nepeaeunue H napaxerpsr rOMOTCTHtieCKOH (jlyHKUHH
B acneicre öonee rtnarensnoro oröopa: B J(aHHOM cnysae ŐOJ!bWYIO pOJJb arpaer 1-1 Bb!ŐOp CHM­
MeTpH'!CCKOM (Í)YHKUHH ).(P, Q).
8 xcrneproü xacra paöoru paCCMaTpHBél!OTC5! B03MO)i(HOCTH HC!l0Jlb30fü\HH,1 CTe!lCHH ro­
MOrCHHl!HOCTH B aC!lCKTe TTO,!IXOJ(a no qiyl-(Kl..(HH.
8 [l,ITOH '!é\CTH npHBOJ(51TC51 acnexre paC'!CTOB f'OMOf'CHWICCKOH (jlyJ-U(UHH C TO<J!(H 3pCHl151
TCOpHH BCp051THOCTH.
B WCCTOH 3aBepwa10111ei1 '!aCTH pa60Tbl asropsr Ha l(OHJ<peTHOM npavepe paC!(pbIB310T
HCrIOJ1b30BaHHC no.nyxaeaux pC3YJJbTaTOB B OTHOUJCHHH 01.(CHl(H C!lOpTHBHblX J(OCTH)l(eHHH,
ro-nrce, onpeJ(eJ1eH11,1 !(JlaCCHblX MCCT CTpaI-1 Ha OJlHM!lHHCJ(HX nrpax,
LANYI KAMILLA
Egy előrejelzési paradoxon'
Az ökonométerek panaszkodnak némelykor, hogy a döntéshozó olyan
eseményre kíván jóslatot, melynek bekövetkezte nagymértékben függ az ő
döntésétől, miközben magát a elöntést a kapott jóslattól teszi függővé. Ezt a
korántsem ritka helyzetet az alábbi történet keretében vizsgáljuk:
A történet
Élt egyszer egy perzsa sah, aki annyira szenvedélyes vadász volt, hogy hosszú
uralkodásának minden napján pompás vadászatot rendezett az udvarában,
de több ízben előfordult, hogy az uralkodás gondjai megakadályozták, hogy
részt vegyen rajtuk. Egy szép napon magához hívatta az ökonométerét, és
megkérdezte tőle, mekkora valószínűséggel lesz jelen a másnapi vadászaton.
Ez főként őfelsége óhajától függ, vélte az ökonométer. A sah tiltakozott:
ő attól a kétségkivül tudományos jóslattól kívánja függővé tenni elhatározását,
amelyet majd az ökonométertől fog kapni. Ezután megadott egy O és 1 közé
eső q számot, és megmagyarázta, hogy ha a kapott jóslatnak megfelelelően
a részvételének valószínűsége legalább q, akkor úgy dönt, hogy elmegy a vadá­
szatra, az ellenkező esetben viszont otthon szándékozik maradni. u z ökono­
méter még megkérdezte, mi történik akkor, ha nem tud a megadott feltételek­
nek eleget, tevö jóslatot adni, mire az uralkodó azt válaszolta, hogy akkor is
eldönti valahogyan a kérdést, de az ökonométert azon nyomban elkergeti
az udvarából.
Mivelhogy mindez borzasztóan régen történt, a realitás sérelme nélkül
feltehetjük, hogy az ökonométer, visszatérvén laboratóriumába, nem látott
neki rögtön a számolásnak, hanem először megvizsgálta a feladatot, mégpedig
három szempontból:
I. Van-e valami haszna a2 uralkodónak a jóslatból?
II. Mik a lehetséges jóslatok?
III. Mekkora valószfnűséggel lehet bármilyen jóslatot adni?
A továbbiakban mi is nyomon követjük ökonométerünk gondolatmenetét
és eljárásait, és megfigyeljük, hogy milyen eredményre jutott.
1 A jelen cikk a Structures Economiques et Eeonométrie elnevezésű kollokviumra
(Lyon, l 977. április 21- 23.) benyújtott előadás szövegén alapul.
4 Szigma 1977/1-2
öü LÁNYI KAMILLA
Először is definiálni fogjuk a következő eseményeket:
A: a sah részt vesz a vadászaton
Á: a sah otthon marad
a sah úgy dönt, hogy vadászni megy
a sah úgy dönt, hogy nem megy el
a kapott jóslat olyan, hogy maga után vonja B1-et
a kapott jóslat olyan, hogy maga után vonja B2-t
nincs a feltételeknek megfelelő jóslat.
Továbbá feltesszük a következőket:
- az összes fenti esemény valószínűsége pozitív [ezek közül csak P(C;)
pozitív voltát kell belátnunk];
- P(A), P(B1), P(A/B1), P(A/B2) valószínűségek becsülhetők az udvari
feljegyzések alapján relatív gyakoriságukkal, mégpedig rendre jJ, f, p1, p2-vel:
- továbbá tudjuk, hogy a relatív gyakoriság elégséges becslése a való­
színűségnek.
A mesében említett tudományos jóslatot a sah is és az ökonornéter is ú g y 
értelmezi, hogy az a megfelelő feltételes valószínűségek, vagyis .P(A JC\).
illetve P(A/C2) elégséges becslése kell hogy legyen. A továbbiakban az ilyen
jóslatot fogjuk megengedett jóslatnak nevezni.
Szükségünk lesz még a következő események definíciójára:
Dl: P(AIB2) < q < P(AIB1)
D2: P(AIB1) < qj < P(AID2)
D3: q < P(AIB1) és q < P(AIB2)
D4: P(AIB1) < q és P(A/B2) < q 
Mint majd később látni fogjuk, a
D5: P(A/H1) = P(A/B2) 6s q = P(A)
0 valószínűségű eseménytől eltekintve a Ok (le= 1, 2, 3, 4) események teljes
rendszert alkotnak.
A meséből és a megadott eseményekből kiindulva definiálhatjuk az cR.
1és az cR.2 er-algebrát a következőképpen:
cft1={0, Q, A, A, B1, C1; i=l,2; j=l,2,3}
cR.2 = {0, Q, D"; le 3 l, 2, 3, 4}
dt,1-et elnevezzük a sah o-algebrajának, mert ő éppen ezt tudja elgondolni.
cR.2-t az ökonornéterének, mert ezen fogja rncgoldani a feladatot.
I. A sah problémája
Ökonométerünk először azt vizsgálja, hogy mi lehet a sah célja a feladattali
Feltehetően az, hogy növelje döntésének biztonságát, vagy ami ugyanaz,
csökkentse annak a csalódásnak vagy prosztizsveszteségnek a kockázatát,
amely akkor éri, ha elhatározása nem teljesül.
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Legyen S az az esemény, hogy a sah döntése teljesül, anélkül, hogy jósát
meghallgatná. A megfelelő valószínűség:
P(S) = P(AIB1)P(B1) + P(AIB2)P(B2)­
Egyszerű számolással ellenőrizhető, hogy mindig áll:
P(S) S::::: max [P(AJB1), P(.AJB2)].
Ezért, ha a sah gyakrabban tartja meg azt a döntését, hogy vadászni megy,
mint azt, hogy otthon marad, akkor azt kell tanácsolni neki, hogy menjen
vadászni; az ellenkező esetben azt, hogy maradjon otthon. Ha hallgat a ta­
nácsra, akkor a sah döntése a legnagyobb valószínűség elvén fog alapulni.
A sah azonban nem tanácsot kért, hanem jóslatot. A feltételek értelmében
P(B1[01) = 1 és P(B2l02) = 1, ezért
01 e B1 miatt Pt:,(A) = P;":.(AJB1),
02 e B2 miatt P~/.A) = P~/.AJB2),
ahol P~, és Pt a 01-re, illetve 02-re normált mérték az cR:1 o'-algebrán.
A jóslat után 01 vagy 02 már bekövetkezett. Az kell, hogy
01 után P(AJB1) 2 P(S)
02 után P(.AJB2) 2 P(S),
vagyis
cl után P(AJB1) 2 P(.AJB2) = 1 - P(AIB2)
02 után P(AJB1) s;;: P(.AJB2) = 1 - P(AJB2)
fennálljon.
Ennek alapján máris megfogalmazható az
í 1 Á ll í t á s 2 
Ha v:111 olyan megengedett jóslat, amely eleget tesz a legnagyobb valószínű­
ség elvének is, akkor a sahnak érdemes hallgatnia a jóslatra.
II. A jóslási paradoxon
Ökonornéterünket most az érdekli, mi volna a sah vadászatának legponto­
sabb előrejelzése, hiszen ezt kérték tőle. Eközben szem előtt tartja, hogy
jóslata befolyásolja a vadászat valószínűségét, mégpedig nem közvetlenül,
hanem a sah döntésén keresztül.
Mihelyt elhangzott a jóslat, annak valószínűsége, hogy a sah részt vesz a
vadászaton, vagy P(AJC1), vagy P(AJC2). Hogyan lehet megjósolni, hogy me­
lyik; és mi az értéke ennek a két feltételes valószínűségnek?
2 Ezt és további állításainkat, igyekeztünk úgy kimondani, hogy a meséből levonható
tanulságok lehetőleg közérthető verbális megfogalmazását adjuk.
4*
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Tegyük fel egyelőre, hogy a sah által megadott q szám nem más, mint a sah
szubjektív becslése P(A)-ra. Mint majd később látni fogjuk, ez a feltevés
nem változtatja meg a probléma természetét, és a megoldását is alig.
és a döntési szabály miatt, amelyet most q helyett P(A)-ra vonatkoztatunk, ha
P(AIB1) > P(A), 
akkor P(AIB1) biztosan a legjobb jóslat, és ugyanilyen megfontolásokból, ha
akkor biztosan P(AIB2) a lehetséges legjobb jóslat.
Az első esetben ugyanis a sah biztosan a B1 döntést választja, tehát éppen
P(AIB1) valószínűséggel vesz részt a vadászaton, a második esetben pedig a
döntés biztosan B2, tehát csak P(AIB2) valószínűséggel kell elmennie, ha előbb
nem akart is.
Úgy látszik tehát, hogy a feladat elvégzéséhez elég az ökonométernek a
fenti két feltételes valószínűséget becsülnie, vagyis megadnia j,1-eL vagy j,2-t.
Mindkét esetben feltettük azonban, hogy a legjobb jóslatnak tekintett felté­
teles valószínűségre teljesül egy reláció. Ezt vizsgáljuk meg most. A teljes
valószínűség tételéből
P(A) = P(AIB1) P(B1) + P(AI B2) P( 13?),
ahol P(A), P(AIB1} és P(AIB2) között
(i) vagy P(AIB2) < P(A) < P(AI B1)
(ii) vagy P(AIB2) = P(A) = P(A!Bt)
(iii) vagy P(AIB1) < P(A) < P(AI B2)
reláció teljesül. Ahonnét rögtön következik a
t 1 Á l5 t á s 
Ha az előbbi relációk közül az első áll fenn, az ökonomótor nem egy, hanem
két egyaránt jó jóslatot adhat, és mivel ezt az esot.et a salt nem vette számltáeba,
az ökonométernek kell eldöntenie, hogy melyik lesz az.
A második esetben a feltételek értelmében P(A!.B 1) még kielégítő jóslat. ·
A harmadik esetben az ökonométer egyáltalán nem tud a kívánságnak meg­
felelő jóslatot adni. Ha ugyanis P(A)-nál nagyobb számot ad meg, a sah ennél
kisebb valószínűséggel lesz ott a vadászaton, ha P(A)-nál. kisebb számot mond,
a sah részvételi esélye ennél feltétlenül nagyobb.
Mindebből még az is kiderül, hogy ~t sah ált.o.l megfogalmazott feladat tartal­
mazott egy implicit feltevést, mégpedig azt, hogy a döntései általé.bun közelítik
őt az óhajtott célhoz, holott ez nincs mindig így. Ha viszont a döntései jó]
teljesülnek, akkor két egyaránt jó jóslatot is kaphat, amelyek mindegyike
determinálja az ő döntését, tehát befolyásolja a, jövőjét is, és csak az ökono­
métertől függ, hogy milyen irányban.
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Megjegyezhetjük még, hogy ha a sah a legnagyobb valószínűség elvének
megtartására kötelezte volna ökonométerét, akkor az (i) esetben is mindig
egy és csak egy megengedett jóslat volna, erről azonban nem volt szó a mesé­
ben. Az ökonométer természetesen elfogadhatja ezt a maga számára döntési
szabályként, és ha jónak látja, közölheti is a sahhal.
III. Az ökonométer problémája
Azt megállapíthatjuk, hogy ökonométerünknek becslési problémája nin­
csen. Ha a minta elég nagy (az udvari feljegyzések eléggé régi időre mennek
vissza), akkor a p e i', p1, p 2 becslések között fennálló relációk, minthogy relatív
gyakoriságokkal becsülheti őket, igen nagy valószínűséggel ugyanazok, mint
a P(A), P(B1), P(AIB1), P(AIB2) közöttiek. Ezért elég azt vizsgálnunk, hogy az
ökonornéter mekkora valószínűséggel tarthatja meg az állását, vagy ami
ugyanaz: mekkora valószínűséggel tud valamilyen jóslatot adni.
Vezessük be a következő jelöléseket:
A teljes valószínűség tétele miatt bármely összetartozó (x, y e u, v) érték
esetén az x = y i i + (1 - y Dv összefüggés áll fenn a négy mennyiség között.
Ezt fogjuk a továbbiakban felhasználni.
á1 Á ll i t á s 
Az ökonométer nem tud nagyobb valószínűséggel jósolni, mint a legnagyob­
bal azok közül, amekkorával ura vadászni megy vagy otthon marad, a va­
dászat vagy az otthon maradás mellett dönt; vagyis a jóslatadás valószínűsége
nem lehet nagyobb, mint max [x, y e 1 - x, 1 - y 71 
Bizonyítás:
Tekintsük az {(x, y); 0 < x < I; 0 < y < l} valós rendezett számpárok
halmazát, és tegyük fel, hogy (x, y)-t egyenletesen választhatjuk az egység­
négyzet belsejében. Az x szám álljon az ismeretlennek tekintett P(A), y az
ismeretlen P(B1) valószínűség helyett. Rendeljük hozzá ezután az (x, y) 
párokhoz az
~qx ey D3 { y u l ql =y Dv =x 3 >) O:S::u:S::l; O:S::v:S::l}
egyenes szakaszokat. Az qx e y D -+ l qx e y D hozzárendelés kölcsönösen egyértelmű,
és l qx e y) nyilván átmegy a zárt egységnégyzet qu e v D = qx e x) pontján. l qx e y)
végpontjai (min 'It, max v) és (max u, min v), úgy hogy
max u = min [ ; , 1 l
max v = min :==x e 1]
1-y 
1 : x l y =í 7 min u e+max 0, ~
min V = max [o, X - y 7 
1-y 
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Definiáljuk továbbá a ; és az BD valószínűségi változókat úgy, hogy
BD3 =a ~ l b ) a 3=y=) b 3=x dd 
1-y 1-y 
A ; valószínűségi változó az ismeretlennek tekintett P(A\B1), az BD valószínű­
ségi változó az ismeretlen P(A\B2) valószínűségek helyett áll. Az ökonornéter
szempontjából értelmes feltevésnek látszik, ha a (;, rb D változópár együttes
eloszlását egyenletesnek tekintjük a
(min it e max 'U) x (max v e min v) e R2
intervallumon, amely ; és BD lineáris összefüggése miatt ~qx e y)-ra húzódik
össze.
Az ökonométert a P(; > x, r1 < x) valószínűség érdekli minden rögzített
(x, y)-ra.
Az előzőekből világos, hogy; egyenletes eloszlású a (min it, max it), rb pedig a
(max v, min v) intervallumon. Továbbá geometriai megfontolásokból az (x, 0),
illetve a (0, x) pont ugyanolyan arányban osztja a [min i t e max it], illetve a
[max v e min v 7 szakaszokat, mint az qx e x) pont az ~qx e y) szakaszt. Ezért a
keresett valószínüségre igaz a következő:
max ii = x
• q)] x e rJ<x)=P(;>x)= ----.- =P(rJ<::c)=
max it = m1 n 'U 
x minv
maxv min v 
Behelyettesítés után a két tört értékére ezt kapjuk:
P(; > x e rb < x) =
1 - x e ha maxit= 1, 
X maxv=---,
1 y 
1 =y e ha






ha maxit= l, 
maxv = 1, 
I X 1a maxu=-,
y 
maxv = l, 
minit= 0, és




1 x l y =l e 
min u = - · es
y 
min v = x =y 
1 y 
x l y -1 
mrn u e = ---- , és
y 
min v = 0
Ezzel a 3. Állítást bizonyítottuk.
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A továbbiakban kiszámolhatjuk, hogy a négy különböző eredményhez
x és y milyen változási tartományai tartoznak. Ezt használva a következő
feltételes valószínűségeket írhatjuk fel:
P (~ > x e ri < x IO< y S: min [x, I - x 7D = I - x 
( 
I . 
P ~ > x e ri < x : x < y S: I - x és x < 2J = I - y 
p ( ~ > X, rJ < X [ l - X < y < X és X > ~) = y 
P (~ > x e ri < x I max [x, I - x 7 < y <I)= x 
Jelöljük a feltételekben szereplő eseményeket E1-lel (l = 1, 2, 3, 4). Köny­
nyen belátható, hogy O < x < I és O < y < I esetén ezek teljes esemény­
rendszert alkotnak, és (geometriai) valószínűségük azonos, mégpedig:
P(O < y S: min [x, 1 - x]) = P(E1) = __!:_4
P qx < y S: 1 - x és x < ~) = P(E2) = :
P ( 1 - x < y S: x és x > ~) = P(E3) = :
. 1
P(max[x, l-x]<y<l)=P(E4)=-4
Végül jelöljük a keresett feltétel nélküli valószínűséget P(E)-vel. A feritiekb/il
ennek értékére ezt kapjuk:
4 1
P(~ > x, rJ < x) = P(E) =~P(E[E1)P(E1) = - ,
l=I 2
mint ez intuitív módon várható is volt. Ebből következik a
s 1 Á ll í t á s 
Ha a P(A) és P(B1) valószínűségek nem ismeretesek, akkor az ökonométer
esélye nem nagyobb, mintha a sah pénzfeldobással döntené el, hogy maradhat-e
az udvarnál vagy sem.
Mitől javulhat az ökonométer helyzete? A válasz ez:
21 Á ll í t á s 
Az ökonométer helyzete akkor jobb, ha a sah által megadott q szám eléggé
messze esik P(A)-tól, vagyis,, ha a sah eléggé rosszul tájékozott a saját múlt­
járól.
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Ahhoz, hogy ezt belássuk, tekintsük először, hogy q hogyan helyezkedhetik
el a szóbanforgó valószínűségekhez képest, és a különböző helyzeteihez milyen
lehetséges jóslatok tartoznak:
q Milyen esemény A megengedett jóslateluelvezkedése következik be?
P(AIB,) < q < P(AIB1) D1 cc1 + c2 P(AIB1) és P(AIB2)
akármelyike
P(AIB1) < q < P(AIB2) D2 = C3 nincs jóslat
q < P(AIB2) < P(AIB,)} D3cCI P(AIB1)q < P(AIB1) < P(AIB,)
P(AIB2) < P(AIB1) < q} D~ cC2 P(AIB2)P(AIB1) < P(AIB2) < q
A jóslat létezésének valószínűsége most ez:
P( ~ > q) + P( rb < q) - P( ~ > q, rb < q)
és ez a valószínűség lehet nagyobb is, mint az előbbiek, tehát mint max [x,
y e 1 - x e 1 =y 71 
Tekintve, hogy ekkor eléggé sok esetet kell végigvizsgáJrü, számoljunk ki
közülük csak egyet. Mégpedig azt, amikor max u = .:'.., min u = x + B = I_
y y 
max v = I, min v = 0, q < min u < x 1 
Jelölje F azt az eseményt, hogy mindezek a feltételek teljesülnek. Számításba





Mindezeket figyelembe véve a keresett valószínűségek a következők:
P(~ >qfF) = m a x í t = m'.nit = 1
max u = m111 'it 
q - min v 
P( rb < qfF) = . = q 
max v = min v 
V(x X - (1 - y)q)2 \- 2======= =q y V I 
= ====== 3 q 
V (.:'.. _ x + y - I )
2 + l
y y 
Tehát az ökonométer most 1 valószínűséggel tud valamilyen jóslatot adni,
mégpedig q valószínűséggel P(Afl31) és P(AfB2) közül bárrnilyeket, 1 - q 
valószínűs~gel pedig P(AfB1)-et.
Végül vegyül még észre, hogy ha az előbbi számolásban x nem P(A) helyett,
hanem a becsült értéke p helyett állna; y nem P(B1) helyeit, hanem a becsült
P(~ ] q e rb <qfF) =
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értéke, f helyett állna; ~ az ismeretlen p1-et, 17 az ismeretlen pt =t reprezentálná,
akkor is ugyanezt az eredményt kapnánk.
Ezzel valójában vége is a történetnek. Vizsgálódása közben az ökonométer
is rájön arra, hogy az az { Q, cR.2, P} valószínűségi mező, amelyen neki kell
megoldania a feladatot, nem ekvivalens a sahéval, { Q, cR.1, P}-vel. A jóslási
problémában definiált P(AIC1) (j = 1, 2, 3) nem mérték cR.2-n, a megoldáshoz
szükséges P(C1JDk) (k = 1, 2, 3, 4) nem mértek sem cR.1-en, sem cR.2-n. Továbbá,
jóslatot kapni és jóslatot adni nem ugyanannak a kísérletnek az eredménye,
bár a kapott és az adott jóslat mindig megegyezik.
Most már nincs más hátra, mint a
U1 Á ll í t á s 
A sah akkor tudná áttekinteni a saját helyzetét, ha meg' tudná figyelni
az ökonométer döntéseit. Az ökonométer helyzete akkor volna mindig biztos,
ha csak alternatív jóslatot kérnének tőle.
IV. Epilógus, avagy modellünk és a valóság
Sokan megkérdezhetik, hogy a mesében miért nevezzük a jóst ökonométer­
nek, és például miért nem asztrológusnak. Hiszen Ragnar Frisch óta, aki elő­
ször használta az ,,ökonometria" szót, az ökonometriának mint tudománynak
változatlanul az a célja, hogy ,,az elméleti politikai gazdaságtan vagy más
néven «tiszta» közgazdaságtan absztrakt törvényeit tapasztalati alapon és
numerikusan verifikálja, és ezáltal, amennyire lehetséges, a tiszta közgazdaság­
tant a szó szoros értelmében tudománnyá változtassa". [l] Ez biztosan igaz
a tudományra, de azokat, akik az ökonometriai kutatásokat és főként az igen
költséges nagy projektumokat finanszírozzák, rendszerint nem a közgazdaság­
tan absztrakt törvényei érdeklik, hanem inkább a jövőre kíváncsiak. Aki
nagyon Firtatja. a jövőt, az nemcsak hajlamos arra, hogy a jóslat által vezettesse
magát döntéseiben, hanem a jósnak is tudnia, kell erről, különben rosszul jósol.
Számos példát lehetne felhozni arra, hogy az előrejelzés hibája (különösen a
hosszú és középtávú előrejelzéseké) akkor a legnagyobb, ha az, aki végzi,
szándékosan nem veszi tekintetbe azokat a döntéseket, amelyeket például
egy túlságosan sötétnek t.űnö jövő elkerülésére hozni fognak. (A klasszikus
példa erre A. Sauvy jóslata, aki a harmincas évek végén 25 millió főre becsülte
Franciaország 2005. évi várható lakosságát.) A jóslat célja ilyenkor nyilván­
való: kikényszeríteni azt a döntést, amely magát a jóslatot teszi semmissé.
A mi történetünkben, amelyben kikötöttük, hogy pontos jóslatot kell adni,
és a döntési szahaly is előre adott, a jós nem tehet mást, mint hogy már jóslás
közben figyelembe veszi a jóslat következményeit.
Azt mondhatja valaki, hogy az általunk vázolt szituáció nem reális, mégpedig
két oknál fogva:
- a döntéshozók nem szokták közölni döntési szabályaikat;
- a döntéshozók nem kérnek jóslatot ugyanarra a változóra, amelynek
további sorsáról dönteni szándékoznak.
Az első ellenvetésre azt mondhatjuk, hogy általában igaz. A döntéshozók
viselkedése azonban ugyanúgy megfigyelhető, mint bármely véletlen tömeg­
jelenség, és szükség esetén a döntési szabályra is kielégítő becslést lehet adni,
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(Érdekes kísérlet a tervező magatartásának megfigyelésére az, amelyről
Gács J.-Lackó M. [2] cikkében olvashatunk.)
A második ellenvetéssel kapcsolatban pedig szeretnénk felhívni a figyelmet
arra, hogy bármely állami tervezéskor - legyen az akár indikatív, akár direkt
tív - mindig ki szoktak tűzni tervcélokat olyan aggregált mutatókra is, min­
amilyen a bruttó vagy a nettó nemzeti termék vagy a nemzeti jövedelem
növekedése, az export értéke stb., és ezt mindig vagy majdnem mindig az
ugyanezekre vonatkozó prognózisok birtokában teszik.
Ha egy tervszám elfogadását döntésnek tekintjük, és a döntésnek van
valamilyen következménye a jövőre, akkor nehéz tagadnunk, hogy a történe­
tünkben leírt szituáció létezik, és a bemutatott paradoxonokra vezethet.
Hogy maga a prognózis mennyire befolyásolja a döntéshozókat, az kitűnik
abból, hogy gyakran a prognosztizált értéket vagy ahhoz nagyon közel álló
másikat fogadnak el terveikben.
(Beérkezett: 1977. március 15.)
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A PARADOX IN FORECASTING
Econometr:ists complain sometimes that. decision-makers demand forecasts for events
whose occurrence depends largely on their decision, while they muke the decision de­
pendent on the forecast received. We shall examine the problem on a highly simplified
model which will be set up in the form of a parabolu.
In a fairy tale the king charges his court econometrist with forecasting (providing
sufficient estimation), what the probability of his participation i.n tho following day's
hunting is. With this he gives a number q between O and l saying that if the projection
is higher than that, he will decide to go to the hunting, if it is lower, he will decide not
to go an I if the econometrist cannot make a forecast under these terms, he will be sacked
from the court.
We assume that tho econornetrist has no estimation problem in tho strict sense. In
following his procedure, we come to the following results:
vVe recognize that the probability that either docision of the king will be executed i.s
at least not reduced i.n possession of the forecast.
We recognize that the econometrist can either givo two equally good projection
or he can give one or he cannot give any.
In the first case, since this was not taken into account by the king, the economotr-ist
has to decide which of tho two projections he will give, by which he unambiguously de­
termines the king's decision, thus influencing his own future as well. It also turns out
that the first case is valid exactly if the king's decisions are well fulfilled, the second case
is valid if it does not matter what decision he makes, and Ute third one is valid if
probability is high that the contrary of his decision wit.I happon.
We recognize further that if the probabilities of the problem are unknown, the ocono­
metrist will be able to give any forecast with 1/2 probabiliby, if probabilities are known,
he will not be able to forecast with larger probability than with what the king goes
hunting or stays at home. The econometrist is in a bettor position only i.f the given number
q lies for enough from the (unconditional) probahilit.y of the king's purcioiput.ion i.n the
hunting.
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O~HH H3 TTAPA~OUCOB TTPOfH03HPOBAHH~ 
3J(OHOMCTp!1CTbl HHOr/:(a )!(3JJ)'IOTC51, l!TO np!1Hl1M310ll.1He peiueaas )!(eJJalOT ITOJJ)"ll1Tb nporuoa
OTHOCHTeJJbHO T3KHX COŐb!THH, csepureane KOTüpb!X B 3H3'll1TCJJbHOH Mepe 33B11CHT OT npHHH­
M3CMbIX HMH C3Ml1MH peureimü B TO BpCM51 1(31( npHH51THe peureans CT3B11TC51 B 33B11CHMOCTb OT
ITOJJ)''l3CMOrO npornosa. ~3HH351 npOŐJJCMa paCCMaTp11B3JJ3Cb B paxrcax 0/:(HOH BCCbMa ynpa­
ll.lCHHOH MO/:(CJJH, KOTOpa51 ŐhIJJa C<püpM)'JJHpOBaHa B BH):(C HCKOH rrapaöorru.
B 0/:(HOH Cl(331(e KüpOJJb nopysan CBOeMy npH/:IBOpHOM)' 31(0HOMCTp11CT)' noraztars (/:13Tb B
/:(OJ])l(HOH Mepe /:(OCTOBCpHhlH npOrH03) OTHOCHTeJJbHO Toro, 'lTO H3CKOJJbl(0 B03MO)J(HO ero
npHC)'TCTBHe Ha OXOTC Ha CJJe/:()'IOll.lHH neus. T31(!1M o6pa30M KOJ)OJJb 33/:(3JJ l\H<ppy <<q>>, HaXO):(B­
lll)'JOC51 B npenenax 0-1 H npu 3TOM OH 3351BHJJ, 'lTO CCJJH nporuoa 6y.[(CT JJ)'YWC aroro, TO OH
ITOH.[(CT Ha OXOTY, eCJJH X)')!(C, TO peunrr He XO.[(HTb; B TOM cnyuae, eCJJH 31(0HOMCTp11CT B ,ll.3HHOH
CJJ)''l3C He CMO}l(CT .[(3Tb rtpornoa, TO OH 6y.[(CT 113rHaH !13 naopa.
Mü)KHO npennoaoxorn., YTO Haw 31(0HOMeTp11CT He HMCeT npo6JJCM B acnercre COŐCTBeHHO
npürH03HJJ0B3Hl151. EcJJH nOCJJC,ll.0B3Tb ero MCT0/:(11!(e, TO MO>l<HO np11.[(Tl1 K CJJC.[()'IOll.lCM)' Bbl­
B0/l)':
Mü)l(HO COrJJ3Cl1TbC51 C TeM, '-!TO C )'YCTOM nporuosa JJIOŐOe peureuae, npm-hrMaCMOC KOpOJJCM
MO>t<CT ŐblTb peaJJbHb!M. Bo BC51KOM cnyuae 06 or-paunseanax HeT 11 pexa.
Mü>l(HO COrJJaCHTbC51 C TCM, YTO 31(0HOMeTp11CT B COCT051Hl111 /:(3Tb naa paBHOCl1JJbHbIX xopounr,
nporuosa:
B COCT051H1111 .[(3Tb 0/:(11H npornoa 11J111 He B COCT051Hl111 nporH0311p0B3Tb.
8 rtepaors CJJyYae, T. K. KOpOJJb ero He npHHHM3CT BO BHHM3HHC, caa 3!(0HOMCTpHCT ,ll.OJ])l(CH
pCUJHTh, l(TO 113 .[(B)'X npürH030B KOTOpb!H öyner Bb16pa1-1, rrocpencreox 'lero OH co aceü onpe­
.[(CJJCHHOCTblO /:(CTCpMHH11pyeT peureune, np11HHM3CMOC KOpOJJCM 11 3THM anaaer H Ha öynyuiee
KüpOJJ51. CTaHOBHTC51 51CHb!M 11 TO, '-!TO nepBblH CJJ)''l3H 6yneT peaJJbHb[M TOJlbJ{O roma, xorna
peureane K0pOJJ51 6y.[(CT )'.[(3YHO peaJJH30B3HO; BTOpOH B TOM cnyxae, CCJ111 ace paBHO, 1(3l(Oe
peuieuue np11MCT KOPOJJb, a TpCTbC rorna, xorna e 60JJbWCH BCp051THOCTblO CJJ)'YHTC51 oöparaoe
Toro, -rro <pHrypttpOBaJJO B peureuan.
MO>l<I-IO CO!'J13Cl1TbC51, nanee, C TCM, YTO CCJJH B03M0}1(HOCTH npHBO/:IHMb!C B sana-re 51BJ151IOTC51
HCH3BCCTHblMH, TO 3l<OHOMeTpHCT mo6oi1 nportroa MO)l(eT BbJ.[(3Tb e .[(OCTOBCpHOCTblO, paBHOH ~ ;
CCJJH B03MO>t<HOCTH H3BCCTHbl, TO 11 B T3KOM CJ1)''!3C ero npornos HC öo.nee /:(OCTOBepeH Toro, '-!TO
noüner JJH KOPOJ]b Ha OXOTY HJJH OCT3HCTC51 noMa, '!TO OŐb!l!JiO 1(3!( OH peuraer aonpoc: Ha OXOTY
HJIH .[(OMa. TTOJJO)l(CJ-IHC 3l(0HOMCTpHCTa öyner Jl)"IWHM TOJlbl(O B TOM cnyuae, CCJJH /:(3HH351
LjHCjJpa <<q>> H3XO,ll.HTC51 B .[(0CT3T0t!HOH Mepe naJJCKO OT B03MO)l(HOCTH (6e3 1(31(HX JJHŐO )'CJJOBHH)
Toro, 'ITO 1<0pOJJb ITOH.[(CT Ha OXOTy.
BAKÓ ANDRÁS~KAS PÉTER
A k-adik legrövidebb útvonal meghatározása 
mátrix módszerrel 
A dolgozat első részében áttekintjük a k-adik legrövidebb új.vonal feladat
megoldási módszereit. A második rész tartalmazza a feladat megoldására
adott új algoritmust és az eljárás jogosságát. A módszer az összes pontpár
között lcn3 összeadással és k3i2 n3 összehasonlítással adja meg az első le legrövi­
debb utat.
Az irodalomban az általunk megoldott és a gyakorlatban is felmerülő fel­
adatra nem közölnek eljárást. Ha a két pont közötti legrövidebb út eljárások
valamelyikét alkalmazzuk erre a feladatra, akkor az egy nagyságrenddel
több számítási lépést igényel, mint az itt közölt módszer.
1. Bevezetés 
Gyakorlati feladatok megoldásánál sokszor szükséges az optimális megoldás
mellett az optimumhoz közel álló megoldások ismerete is.
Így [L k-adik legrövidebb út feladatának megoldása tervütemhálók esetén
a különböző t.ervva.riá.nsok kiszámítására, ELz objektum építése során bekövet­
kezett időelcsúszások analizálására, valamint a teljes átfutási idő redukciójára
használható. Mivel tervüternhálóban kör nincs, a feladat megoldása is egy­
szerű. Az összeadások és összehasonlítások száma megegyezik a CPM-time
feladat megoldásához szükséges lépések számával. A tárolási igény természe­
tesen nő: minden egyes ponthoz hozzá kell rendelni egy címke vektort és egy
potenciál vektort, amelyek hossza éppen le (lásd Baká [l ]). 
A feladatok nagy részénél a köt-nélküliség nincs biztosítva, és ekkor a meg­
oldás is bonyolultabb. Ez fordul elő például az úthálózatok tervezésénél, az
ún. ráterhelési feladatnál. Ht ismert a megadott vagy tervezett úthálózat
minden i pontjából minden j pontjába a forgalom és meg kell határozni az
útszakaszokon folyó forgalmat. A megoldás egyik módszere a pontpárok
közötti első le legrövidebb útvonal ismeretén alapszik.
A forgalom egy részét az első, egy másik részét a második, végül az utolsó
részét a k-adik legrövidebb úthoz rendelik hozzá.
A 2. pontban megadjuk a probléma matematikai megfogalmazását és
összefoglaljuk a megoldási módszereket. A 3. pontban írjuk le az új algo­
ritmust, és bebizonyítjuk az eljárás helyességét. A 4. pontban egy hatékony
tárolási módszert adunk meg és néhány számítástechnikai megjegyzést
teszünk.
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2. A feladat megfogalmazása és megoldási módszerei
Legyen N = { x1, x2, ... , xn} egy irányított gráf (digráf) pontjainak,
E = { (x;, xi)} az irányított éleinek a halmaza. Legyen megadva a digráf
élein egy t(x;, xi) > 0, (x;, xi) E E távolságfüggvény. Az (N, E, t) együttest
hálózatnak nevezzük. Legyen P = (xi, x2, ... , xm) az x1 pontból az xm pontba
vezethető út.
A P út l(P) hosszán az alábbiakat értjük:
m-J 
l(P) = _JE t(x;, X;+i),
i-1 
(I)
A k-adik legrövidebb út feladata: határozzuk meg egy rögzített x1 pontból
egy másik rögzített xm pontba az első le legrövidebb útvonal hosszát, és magu­
kat az útvonalakat is.
A feladat megoldási módszerei két csoportra oszthatók. Az első csoportba
tartozó módszerek olyan utakat adnak, amelyek kört is tartalmazhatnak.
Ekkor a feladat megoldása viszonylag egyszerű, de a kör kiszűrése további
fáradsággal jár. Az első ilyen algoritmust Hoffmann-Pavley [7] közölte
1959-ben a 2. legrövidebb út megoldására. A módszernél a 2. legrövidebb út
meghatározásához JYI · K művelet szúkséges, ahol M az egy pontból kimenő
élek átlagos száma, Ka legrövidebb út éleinek a száma Ezt a módszert általá­
nosította a k-adik legrövidebb út meghatározására Pollack [14] és Dreyfus [4].
Egy érdekes dinamikus programozási módszert közöl Bellman-Kalaba \ 21,
amely viszont több számolást igényel, mint az eredeti Hoffmann -Pavley 
módszer.
Ha kör nem lehet a meghatározott utakban, az algoritmus is bonyolultabb.
Az első kör nélküli algoritmust Olarlce=Krikorum=-Iiameen. [3] készítette
1963-ban. A feladat megoldásához a korlátozás és szétválasztás módszerével
az összes, bizonyos feltételeknek eleget tevő utat végig kell nézni. Ezek száma,
nagyméretű digráfok esetén nagy, így a módszer gyakorlatilag általában alkal­
mazhatatlan.
Az első, gyakorlatban is haaználható algoritmust Yen [18] adta. Ennél az
algoritmusnál az összeadások és összehasonlítások száma fJ(lc • n4) 6s fJ(k • n3) 
közé esik. A módszert Lawler [10] egyszerűsítette és a lépésszámot 8(kn3)-re
szorította le. A legutóbb publikált Weigand [16 J algoritmus nagy gráfok esetén
is gyors, de az algoritmus bonyolultsága miatt nehezen programozható.
Annak eldöntésére, hogy a digráf tartalmaz-e kört egy sor eljárás ismeretes
(lásd például Klein [9], Florian [5], és Yen [19]). Yen [18] dolgozatábrLn a
Yen, Pollack [13], Boele, Clarke [3] és Sakarouich. módszereit hasonlítja össze
a szükséges összeadások, összehasonlítások és memóriaigény szempontjából.
A /c-adík legrövidebb út feladatának megoldási módszereiről áttekintést ad
Pollack [13] és Pierce [12]. A legrövidebb út feladata és a lc-adik legrövidebb
út feladata átfogalmazható hozzárendelési feladatra is. Ehhez rögzítsük le a
hálózat 1, pontját; legyen ez x1 és xn és vegyük hozzá a hálózathoz az (x,,, x1) 
élt egy nagy negatív szállítási költséggel. A hálózatban a minimális hosszúságú
kör éppen az x1-ből x11-be vezető legrövidebb útból és az (xn, x1) élből áll. Ezen
kör megkeresése ekvivalens egy hozzárendelési feladat megoldásával.
A feladat fenti megközelítését Murty [11] vetette fel. Weintra1.tb [17] a
k-adik legrövidebb út feladatának megoldását az optimális megoldáshoz
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tartozó T mátrix egy sorának megváltoztatásával és az új optimum meghatá­
rozásával számolja ki, legfeljebb n2 elemi operációval.
A következő fejezet egy új eljárást ismertet, amely mátrix eljárással egy­
szerre az összes pontpár között megadja a k-adik legrövidebb útvonalat.
3. Multiterminális feladat megoldása 
A bevezetőben és a 2. fejezetben ismertetett módszerek a feladatot két
kitüntetett pont között oldják meg, vagy egy pontból az összes többi pontba
adják meg a k-adik legrövidebb utat. A multiterrnínális feladatnál az összes
pontpár közötti k-adik legrövidebb utakat kell meghatározni. Ez megoldható
az eddig ismertetett módszerek bármelyikével, de a leggyorsabb algoritmust
is n-szer kell végigszámolni. Így a megoldáshoz legalább 0(kn4) összeadásra
és összehasonlításra van szükség.
Az alábbiakban ismertetünk egy gyors mátrix eljárást, amely összesen
tl(/1:n3) összeadásból és összehasonlításból áll. A feladat megoldásakor kört
ta,l'Í almazó utak is adódhatnak, és egyenlő hosszúságú utak is előfordulhatnak
a meghatározott utak között.
3.1. Megoldási algoritmus 
Jelölje l)ji az X; pontból az xj pontba vezető k-adik olyan legrövidebb út
hosszát, amely közbülső pontokat legfeljebb az N<1l = {Xi, x2, .•• , x1} halmaz­
ból tartalmazhat.
A feladat megoldása során rendre meghatározunk t\}1, l~Jf, ... mennyiségeket
és megmutatjuk, hogy l)']/, a multiterminális feladat megoldása.
Jelöljük a v1, v2, ... v, egész számok p-edik legkisebb elemét minp(v1, v2, 
... , v,)-el.
Az algoritmus ezek után a következő lépésekből áll:
kiinduló lépés t)Jl = t(x;, xj), 
tf?J = =, 
i, j =I, ... , n (3.1) 
p = 2, 3, ... , k 
l-edik lépés
t% = minP ( {t)J'q1llq = 1, 2, ... , k}, {t)}q-1l + t1jq•lq',q" = 1, 2, ... k}) (3.2)
Tétel: a fenti algoritmus eredményeképp kapott t<11i a p-edik legrövidebb út
hossza.
Bizonyítás: A tételt az l szerinti teljes indukcióval mutatjuk meg.
l = 1 esetben legfeljebb két utat kaphatunk, amelyek hossza az alábbi két
mennyiség
t)}l = min, (tij, t;1 + t1i) 
tm = min, (t,'j, til + t1ú 
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l - l-re feltesszük a tétel állítását, azaz, hogy a t)};1l mennyiség az X; pontból
az xj pontba vezető, NU-ll halmazból közbülső pontokat tartalmazó utak
közül a p-edik legrövidebb út hossza. l esetére megmutatjuk a tételt.
Tegyük fel, hogy van olyan P* út az X; pontból az xj pontba, amely közbülső
pontokat legfeljebb csak az N(I) halmazból tartalmaz
de
és
l(P*) < t;yt 
l(P*) # t\~~, p=l,2, ... ,k. 
(3.3)
(3.4) 
Ha l~P*, akkor P* közbülső pontokat csak az NCl-l) halmazból tartalmazhat,
így a minimum kiválasztásakor a (3.2)-ben az első számsorból kellett volna
választanunk (3.3) miatt, így lE (P*). Ekkor viszont (3.2)-ben a második tag­
ban kellett lennie, de mi a minimum számolásakor nem ezt választottuk.
3 .2. Számítástechnikai megjegyzések 
A 3.1 pontban elmondott algoritmus csak az útvonalak hosszát adja meg.
A címkézési technika megfelelő rnódosításával azonban maguk az útvonalak
is meghatározhatók.
Legyen H = (h)y1) a cimkemátrix.
A kezdeti lépéskor h)JJ, = j, i = 1, 2, ... , n; i = l, 2, ... , n. 
Az l-edik lépésben a cimkemátrix elemeit a következőképp módosítjuk
{ 
1 (I 1) ] t(I) _ t<l-1)Ji(!) = ,i0P , 1a UP - iJri 
u» hí1-1l egy· ébként,Ip . 
(3.5) 
A círnmátrix segítségével tetszés szerinti két pont között meghatározhatjuk
a p-edik legrövidebb útvonal közbülső pontjait. Tegyük fol, hogy az s pont.bó:
kiinduló és a t pontban végződő útvonal meghatározása a feladat.
Az útvonal visszakeresése az alábbi lépésekből áll:
- az s pont utáni első pont a p-edik legrövidebb úton a hs,p = c1; 
- a c1 pont után következő pont hc,tp = c2, ...
A fenti eljárás akkor ér véget, ha elérünk a t pontba, azaz ha valamelyik
c,-re hc;1p = t. Az eljárás eredményeképp megkaptuk az s-ben kezdődő t-ben
végződő és az s = c0, c1, c2, ... e, = t pontokból álló p-edik legrövidebb út­
vonalat.
A 3.2-ben leírt képlet szerint minden elem kiszámításához /c2 összeadásra,
és k2 + le elemű vektor rendezésére van szükség. A <L2. első, legfeljebb k eleme
nagyság szerint növekvő sorrendben van. A második rész két összeadandója
szintén monoton nő. Ezt a tulajdonságot kihasználva nem szükséges a k2 
összeadást és a vektor rendezését elvégezni, elegendő egy sokkal egyszerűbb
feladat ötletes megoldása. Tekintsünk két nagyság szerint növekvő sorrendben
rendezett számsort az a.1, a~, ... it,,, és a /.J1, b2, ... b,,, vektorokat. Képezzük
a két vektor diadikus összegét, azaz az alábbi táblázatot:
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a2 a1 + b1 a1 + b2 
a1 a2 + b1 az + b2 
A feladat: határozzunk meg minimális számú elemi művelettel, (összeadással
és összehasonlítással) a tábla első t legkisebb elemét.
A következő eljárással kapjuk a megoldást:
Az első elem nyilván a1 + b1. A második elem a1 + b2 és a2 + b1 közül kerül
ki, legyen mondjuk a1 + b2. A következő elem a1 + b3, a2 + b1 minimuma.
mondjuk a2 + b1. A negyedik elem választásához már a1 + b3, a3 + b1 és
az a2 + bi elemeket is össze kell hasonlítani.
Így 3.2 összeadást tartalmazó második részét minimálisan k + 1 összeadás-
sal és összehasonlítással, maximálisan k + 1 összeadással és k 1/k összehason­
Iítással kaphatjuk meg. A két rendezett sorozat összefésülését a diadikus
összegek meghatározása, során D(k) lépésben végezhetjük el. Így a feladat
megoldáaához szükséges minimális lépésszáma, következő: Egy elem meg­
hntározásáboz minimálisan /.; + 1 összeadás és 2/c összehasonlítás, egy lépésben
(/e 1) (n 1 )2 összeadás és 2k(n - l )2 összeadás, a feladat megoldásához
pedig n(lc + 1) (n - 1)2 összeadás és 2kn(n - 1)2 összehasonlítás szükséges.
A mű veletek felső korlátja: n(/c + 1) (n l )2 összeadás és nk ]/k(n - I )2
összehasonlí Lás.
Csak központi memóriát használó algoritmushoz a tárolási igény 2k. n2, 
mivel n2 elem kell egy táblázathoz, de k mátrixunk van és a cimkemátrixok
tárnlásához további kn2 tárolóhely szükséges. Nagyméretű hálózatok esetén
két módosítási lehetőség kínálkozik:
rt) Alku.lmnzzuk a Jfo-Torres I SJ által javasolt dekompozíciós sémát.
E;;: a Lárolási igény1, nagymér tékben lecsökkenti, és a számítási lépések száma
is kevesebb lesz. Hátránya viszont, hogy a programozása meglehetősen bo­
nyolult
h) A mátrixok sorait és oszlopait is külső tárolón tartjuk. Az algoritmust
soronként végezzük, és egyszerre csak az e_gy sor kitöltéséhez szükséges vek­
torokat tart.juk bent. Ez összesen 2n2k vektor memóriába való mozgatását
és ugyanannyi külső memóriába való írást jelent.
A kör kiszűrésére az alábbi eljárást alkalmazhatjuk: minden lépésben végig­
nézzük, hogy a két részből össeerapott utak nem tartalmaznak-e kört, és ha
igen, úgy a kört tartalmazót kihagyjuk és vesszük a következő, nála hosszabb
utat. Ez azt jelenti, hogy r kör esetén a 3.2 lépésben nem le legkisebb elemet kell
meghatároznunk, hanem le + r elemet. Azokat az értékeket, amelyek kört
tartalmazó úthoz tartoznak, ki kell hagyni az út mátrixából. Hasonlóképp
ki kell törölni az ezen elemekhez tartozó cimkemátrix elemeket is. Ez az eljárás
növeli az elemi operációk számát.
fi Szigma 1977/1-2
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A multiterminális eljárás városi és közúti úthálózat tervezésének egyik
modelljéhez szükséges. Gyakorlati feladatok megoldásához elkészítettük a
gépi programját is FORTRAN nyelven a CDC 3300 számítógépre.
( Beérkezett: 1976. augusztus 15.) 
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DETERMINING THE K-TH SHORTEST PATH J3Y MATRIX METHOD
In the paper an algorithm is given for tho rnult.itorrninal version of the k-th shortest
pat,h problem.
The algorithm calculates in n steps the length of the first le paths between all the point
pairs of a digraph.
We describe the labelling technique required for the determination of the paths and
the procedure supplying_ the intermediate points belonging to the paths.
Altogether the calculation consists of lcn3 additions and k'1/2n3 comparisons. This number
is considerably lower than what is necessary for the repeated application of tho k-th
shortest ath palgorithm of two end points known in Iiternture.
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OTTPE~EJlEHv!E HAvl60JlEE l{OPOTI{Oro TTYTH «I{,) METO~OM MATPHU.bl 
B paccaarpaaaeaoü paöore naeTC51 OAHH aJJrOpHTM Ha MYJJbTHTepMHHaJJbHblH sapaanr
Ha1160JJee xoporxoro nyrn <•K>>.
~aHHblH aJJropHTM B ;:i:ettCTBJ1H (<n,) paC'-!HTbJBaTb npOT5I)l(eHHOCTb Ha1160JJee KOpOT!<Oro nyrn 
<~()) Me}I<)ly BCeMH napHb!MH TO'-JI(a~rn zmrparpa. 
ÜTil1CbIBaeTC51 TeXHHI<a ycTaHOBJJeHH51 H3HMeHOBaHHH, He06XOAHMbIX )lJl51 onpenerreaas nyreü,
a T31(}1(e H MeTOJJ:Hl(a onpeztenenns npoaencyrovusrx nyHKTOB, OTHOC51111HXC51 I< 'rpaccasi, 
Coöcrsoemro pacxer CKJJ3AbIB3eTC51 113 cyMMHpOBaHH51 kn3 H cpaBHeHH51 k3/4 n3 3Ta 1..111qipa 
51BJJ51eTC51 3HatJHTeJJbHO MeHbWCH, '-leM 3TO Heo6XOAHMO AJl51 MHOrOKpaTHO!'O HCD0Jlb30B3HH51 




A nem-differenciálható oligopol probléma 
A [2], [3] és [4] dolgozatomban alkalmas monotonitási, konvexitási és
differenciálhatósági feltételek mellett foglalkoztam az oligopol játék egyen­
súlypontjának létezésével és egyértelműségével. Ebben a dolgozatban pedig
ugyanezekkel a kérdésekkel foglalkozom, amikor a differenciálhatósági fel­
tételek nem teljesülnek.
1. Az egytermékes játék a következőképpen fogalmazható meg. Tegyük fel,
hogy ú termelő ugyanazt a terméket állítja elő és ugyanazon a piacon együtt
értékesíti. Jelölje / az árfüggvényt, «" x 1(' · Kg pedig a k-adik (1 < h < ú) 
termelő költségfüggvényét, termelési mennyiségét és termelési korlátját.
Ekkor a k-adik termelő (játékos) stratégiahalmaza a [O, · hT intervallum,
kifizetőfüggvénye pedig
gp 1gkx 1, ... , x ú) = x (* k9x (,) , ó Kgkx 1* ,-1 (1.1)
A játék (Nash-föle) egyensúlypontja olyan x* = (xt, ... , x~) vektor, amelyre
ö) GZf I, 2, , ú esetén x OO E[O,L,J;
M) k= 1,2, ,n és tetszőleges x h2 {o (· «T esetén
gp K,(xt, ... , y Ag( J J ( x~) ~ <p1c(xt, ... , x,,, ... , x~)- (1.2)
A játék egyensúlyproblémájának vizsgálatáról a [4] dolgozat ad áttekintést,
Igaz a következő tétel ([3]):
I. Tétel 
Tegyük fel a következőket:
l . Létezik olyan t > 0 állandó, hogy
ö) s ~ " esetén Aks ) = 0,
M) a [O, ~] intervallumon / differenciálható, konkáv és szigorúan monoton
csökkenő.
2. GZf l, 2, ... , ú esetén a [O, · KgT intervallumon ó Kg folytonos, konvex és
szigorúan monoton növekedő.
Ekkor a játék pontosan egy egyensúlyponttal rendelkezik.
Bebizonyítható, hogy abban az esetben, amikor/ folytonos és nem differen­
ciálható, az egyensúlypont létezése továbbra is igaz. Viszont az egyensúlypont
70 SZIDAROVSZKY FERENC
egyértelműsége általában nem biztosított. Ennek illusztrálására tekintsünk
egy példát.
mé GCöJ Legyen ú = 2; L1 = · a = 2,5; K1(x) = ó akx ) = - (=x " 
[
l,75 - - (=s ( ha OS: s X 1,5
Aks ) = 2,5 - s ( ha 1,5 S: s X 2,5
0 , ha s . 2,5.
Bebizonyítjuk, hogy az
y ] = {(xi, x2)I0,5 S: x1 < 1, 0,5 ~ x a S: 1, x1 + x a = 1,5}
halmaz valamennyi eleme egyensúlypontot szolgáltat.
Tekintsük most rögzített x ] E [0,5; 1 J esetén a
1/!(x) = xf(I,5 - x* + x) - K"(x)
függvényt. Ekkor VJ bal oldali deriváltja az x ] helyen
x*(-0,5) + l - 0,5 = 0,5 - 0,5x*, 
amely x ] ~ 1 esetén nemnegatív. A 1p függvény jobb oldali deriváltja pedig
x*(-1) + 1- 0,5 = 0,5 - x ] ( 
amely x ] > 0,5 esetén nempozitív.
Tehát 0,5 :e:;:: x ] OOO"OOO 1 esetén x ] a VJ függvény lokális maximumhelye. Mint­
hogy 1p konkáv, x ] globális maximum hely is. Így GZf 1,2 esetén (1.2) fennáll,
vagyis a játék kontinuum sok egyensúlyponttal rendelkezik.
2. A továbbiakban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy az f függvény
differenciálhatóságát folytonossággal helyettesítve és megtartva az I. Tétel
többi feltételét milyen struktúrájú az egyensúlypontok halmaza. Az eredmény­
hez több lépésben juthatunk el.




fi(s) = f(s) - f(s - ó) (0 :e:;:: s - ó < s S:: L), 
ó 
Kt,,(t) = K1c(t + ó) - K,,(t) (0 :e:;:: t < t + ó S:: · Kg)( 
ó 
K;;;,(t) = ó «kt ) , ó (gkt , ó) (0 ~ t · ó ~ t ~ · «)( 
ó 
ú 
ahol L = min { ~; ~ L1}. Legyen továbbá
i=l
cpt(s, t) = f(s + ó) + tft(s) - ó í O: (t), 
cp: ks ( t) = Aks , ó) + tf-;,(8) - KK-(t). 
(2.1) 
(2.2)
A NEYJ:-DIFFERENCIÁLHATÓ OLIGOPOL PROBLÉMA 71 
Az f és K,, függvényekre tett feltételekből azonnal adódik, hogy rögzített
o ( s ill. ö( t mellett rpt és rp: t-nek ill. s-nek szigorúan csökkenő függvénye,
továbbá tetszőleges t és o1, o2 > 0 mellett rpt!i(s, t) > rpt,)s, t). Könnyen be­
látható továbbá, hogy rögzített s és t mellett rpt a-nak szigorúan csökkenő,
rp-;; pedig szigorúan növekedő függvénye.
Legyen továbbá rögzített s E [0, L] mellett
'f/J,Js, x, t) = tf(s - x + t) - K,.(t), (2.3) 
valamint
GJ · Ző ő öJ 
ö) 0 E y hks ) akkor és csak akkor, ha
rpt(s,0):S:0 ks p o X· ( o O°O· h)" 
M) · 1, E X1r(s) akkor és csak akkor, ha
kA)°9 ks (· ((). o (0:S:s , o ( o O°O· h)" 
Z) 0 < t < · « esetén t E y Kgks ) akkor és csak akkor, ha
Ap O9"3ks ( t) > 0 2 q" *"ks ( t) (0 :S: s , o1, o1 :S: t ( s p - a < · ( t + o2 < · h)J 
P9z o úy 9 t á s J 
Nyilvánvaló, hogy egy t E [0, · 1(G érték akkor és csak akkor eleme az
X,,(s) halmaznak, ha
(t - 01)/(s - o1) - ó Kgkt , o1) :S: tf(s) - ó Kgkt ) (0 :S: s - o1, o1 :S: t) 
(t + oa) Aks + o2) - K,,(t + o2) :S: t Aks ) , K,Jt) ks + o z :S: · ( t + o z :S: · (()J 
Ebből pedig egyszerű átalalútással nyerjük az állítést .
aJ · Ző ő ö 
Az y Kgks ) halmaz nem üres, és egy zárt intervallum.
P9z o ús799á s J 
Tegyük fel, hogy az 1. Lemma ö) és M) része nem teljesül. Ekkor létezik
olyan ,::11, L'.12 > 0, hogy rp,t,(s, 0) > 0, valamin_t rp-;;2(s, · Kg) < 0.
Ekkor pedig rp,t, folytonossága alapján létezik olyan u > 0, hogy rpt,(s, u) >
:.:.,. 0, valamint rp; o-ban való csökkenése alapján tetszőleges 0 < o :S: L'.'.11
mellett q" t ks ( u) > 0, így q" : (s, u) > 0 és rp: o-ban való növekedése miatt
rpt!i(s, u) > 0 tetszőleges o1 > 0 mellett. Tekintsük most a
T = { t Grp 6(s, t) ~ 0, tetszőleges o > 0} (2.5)
halmazt. A q" : t-beli folytonossága következtében _ zárt, így t 0 = sup { ti tET} ET, 
valamint u E']_', · h 1 _J Tehát 0 < t - < · KgJ Bebizonyítjuk, hogy t - eleget tesz
az l. Lemma Z) feltételének. Tegyük fel ennek ellenkezőjét, ekkor alkalmas
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.J > 0 mellett cp,t(s, t) > 0. A cpJ függvény t-beli folytonossága alapján van
olyan u > 0, hogy cp")j(s, t 0 + u) > 0 és cpt o-ban való csökkenése alapján
0 < ö < L1 mellett cpt(s, t - + u) > 0 és így tp""i(S, t - + u) > 0. A cp6 függvény
o-ban való növekedése alapján tetszőleges ö > 0 mellett cp: (s, t 0 + 99) > 0,
vagyis t - + 99 ET, amely ellentmond t - definíciójának. Tehát t - , rö az l. 
Lemma Z) esete vonatkozik, vagyis t 0 E X,,(s).
Tegyük ezután fel, hogy t1 < t a( t1 E X1c(s), t a E X1c(s). Legyen t1 < t < t aJ 
Bebizonyítjuk, hogy t E X1c(s), vagyis X,,(s) valamilyen intervallum. Tegyük
először fel, hogy t1 = 0, t 2 =O( 9" Ekkor elég kis Öv ö2, ö3 mellett cpt,,(s, 0) < 0.
cp~(s, t2) > 0 2 cpf,(s, t 2) és tp""i, cpt t-beli monotonitása alapján cp""iz(s, t) > 0 > > cp6~ ks ( t), azaz t EXk(s). A bizonyítást ugyanúgy kell elvégeznünk a O < t 9( 
t a = L1c esetben is. Tekintsük ezután a O < t1 < t a < L1c esetet. Ekkor az l.
Lemma alapján
cpi(s, t1) a 0 a tp&~(s, l1)
cr"ia(s, t 2) > o > cp,t(s, t2) 
tetszőleges óK( oa( ól ( óe mellett. Ekkor cpt, cr""i monotonitása alapján L'.11 =O( < min {ói, ó3}, L'.12 =O( min { ö a( ó4} esetén cp-;;,(s, t) a 0 a gp 9a(s, t), vagyis cp: ( gp t o-ban való monotonitása alapján tetszőleges L'.li, L'.12 mellett fennáll ez az
egyenlőtlenség, így t-re a 3. Lemma e) esete teljesül. Tehát t. E X,,(s).
A (2.4) definícióból az is nyilvánvaló, hogy X,,(s) zárt halmaz, így X,Js) 
nem üres, zárt intervallum.
í Zv7Zv y z é s J Könnyen kimutatható, hogyha az s pontban / differenciálható,
akkor X1c(s) egyetlen elemet tartalmaz.
l J · Ző ő öJ 
Ha sK < s2, t1 E X"(s1), t a E X,,(s2), akkor t1 :2: t2.
P9z o úy í t á s J 
A (2.1) és (2.2) formulákból egyszerűen adódik, hogyha s az/ differenciál­
hatósági pontja, t1 < t 2, akkor elég kis ó1, ö2 > 0 mellett cpt,(s, G1) ~ cpy:(s, t2). 
Tegyük fel ezután az állítással ellentétben, hogy s1 < s2 és tK < taJ Mü{thogy
/ konkáv, létezik s1 és sa között f-nek olyan pontja, ahol deriválható.
Ha t K és t2-re az 1. Lemma Z) állítása érvényes, akkor elég kis ö > 0 mellett
0 =O( cp-;,_(s2, t 2) < cp: (s, t 2) =O( cpJ(s, t1) < cpt(s1, t 1) =O( 0,
amely nyilvánvaló ellentmondás. Ha tL vagy t2-re az l. Lemma ö) vagy M) 
állítása igaz, a bizonyítás az előzőhöz· hasonlóan végezhető el.
2. Tétel 
Tegyük fel a következőket:
l. Létezik olyan ~ > 0 állandó, hogy
a) s 2 ~ esetén /(s) = O;
M) a [O, fl intervallumon / folytonos, konkáv és szigorúan csökken;
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2. h = 1, 2, ... , ú esetén a [O, · hT intervallumon ó h folytonos, konvex és
szigorúan növekszik.
Jelölje kx { ( J J ( x ~ ) és kx A]( J J ( x ~ ] ) a játék két egyensúlypontját.
ú ú 
Ekkor~ xZ = ~ xZ*· 
k=l k=l 
P9z o úy í t á s J 
ú ú 
Legyen s ] f ~ xZ, s ] ] f ~ x t ] J Könnyű bebizonyítani (ld. [4] Tétele
k=I l<=l 
bizonyításának éG) pontját), hogy s ] :s;: ~' s ] ]X r Így h = 1, 2, ... , ú 
esetén x t EX1c(s*), x j] EX"(s**). Tegyük fel, hogy s ]X s ] ] ( akkor a 3. 
Lemma alapján h = 1, 2, ... , ú esetén xZ > x t ] " amelyeket összeadva
azonnal adódik, hogy
ú ú 




A 2. Tétel feltételei mellett ·az oligopol játék rendelkezik legalább egy
egyensúlyponttal.
P9z o úy í t á s J 
Legyen Un};=1 egy [O, ~] intervallumon /-hez tartó differenciálható, szigo­
rúan csökkenő, konkáv függvénysorozat. Jelölje ezen Gú árfüggvénnyel és a
ó (( kültségfüggvényekkel rendelkező játék egyetlen egyensúlypontját x Xú)] J 
Ekkor - minthogy {x<n)*} korlátos sorozat - az {x (n)*} ;=1 sorozat rendelkezik
torlódási ponttal: x ] ~ z (1.2) egyenlőtlenségből egyszerű határátmenettel
adódik, hogy x ] az eredeti oligopol játék egyensúlypontját adja.
M gv7Zv y z é s J A tétel állítása a Nikaido -Isoda tétel alapján és bebizonyítható
(Jd r1}). 
Vezessük be a következő jelöléseket (s E [O, L]):
o::1Js) = min { G9t EX,As)}, /J,,(s) = max {t 9t EX"(s)}, (1 :S: h < n) (2.6)
,, n 




A 2. Tétel feltételei mellett egy x ] = (xf, ... , x ~ ) vektor akkor és csak
akkor adja az oligopol játék egyensúlypontját, ha
11 
ú) az s ] f ~ xZ érték az
k=I 
a:(s*) s ] :S: /J(s*) (2.8) 
egyenlőtlenség egyetlen megoldása;
M) h = I, 2, ... , ú esetén x j E y Kgks ] )J 
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Bizonyítás.
Az állítás az (1.2), (2.4) összefüggések, valamint a 2. és 3. Tétel nyilvánvaló
következménye.
1. Következmény: A 2. Tétel feltételeinek fennállása esetén a játék egyen­





egyenlőtlenségrendszer megoldásaival állíthatók elő.
2. Következmény: A 2. Tétel feltételeinek fennállása esetén az oligopol játék
egyensúlypontjainak halmaza a (2.9) szimplex.
(Beérkezett: 1976. október 20.)
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THE NON-DIFFERENTIABLE OLIGOPOLY PROBLEM
ln the article the author exarninos the continuous, concave, one-product oligopoly
game. Although existence of the Nash equilibrium point is demonstrable, unicity is not
truo in general. Yet, th sum of tho equilibrium strategies is unique and the set of equi­
librium. po.ints is a simplex.
nP06JlEMA HE)::\Wl><I>EPEHUv!PYEMOro 011v1rono1151 
B paccaarpasaeaoü crarse anrop H3y<1aCT ucnpcpsrauyro 1<0HKaa1-1y10 onar-onom.uyio urpy
Ha 0):\1-10 H3):\eJ1He. He CM0Tp51 fül TO, 1.\TO cy111eCTDOBaHne TOllf(H paOI-IOBCCH51 THna Ham 5IBJUleTC51 
t:{Ol{a3yCMblM, cawa YHHllHTélTHOCTb t1a111e sccro I-IC 5IBJ15IeTC51 11CTHHOH. CoBOl(Ylll·IOCTb crparer-na, 
oöecne-maa.ourax paBHOBCCHC, e Apyrofi CTOpONbl, 6y/,\CT 5181-101-Í H M110)1(CCTBO TO'ICI( paBHO- 
BCCH51 npeACTaBJ15ICT co6011 CHMnJlCl(C. 
JENNIFER 5F5a ROBINSON
Karcolatok a modellezési munka megszervezéséről*
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I. Bevezetés
A modellezésről szóló irodalom szívesen utal a modellekre elvont szubsztan­
ciaként. Míg az elméletet, a módszert, az adatokat és a viselkedést hosszasan
tárgyalja, szinte tabuként kerüli a modellezőre, a felhasználóra és azokra az
intézményes keretekre való utalást, amelyek között tevékenykednek. Azokat
a koponyákat, akik társadalmi és gazdasági folyamatokat elemeznek, ritkán
lehet rajtakapni, hogy olyan társadalmi folyamatokon és gazdasági erőkön
is löprengjenek, amelyek őket egy foglalkozás tagjaiként személyesen érintik.
Dár a tudományos kutatás körülményei között érthető, mégis félrevezető
a modellezés emberi és társadalmi vonatkozásainak ilyen megkerülése. A mo­
delleket nem a gólya hozza. Nem a tiszta ész birodalmában nőnek fel, és nem
pusztán levegővel táplálkoznak. Épp úgy, mint az a másik termék, amelyet
ugyancsak nem a gólya hoz, a modellek is emberi érintkezés során fogannak;
alakítja őket a környezet, amelyben kiformálódnak, időt, pénzt és türelmet
igényelnek ahhoz, hogy olyasmivé fejlődjenek, ami hasznos a társadalom
számára. Egy modell-tanulmány gyakorlaLi eredménye ugyanolyan mértékben
függ létrejöttének feltételeitől, a környezettől, amelyben alakul, a tervnek
szentelt szeretet mennyiségétől, mint a modell-tartalmazta adatoktól vagy az
elmélettől, amelyre épül. Egy tudományos mértékkel mérve középszerű, de
jól adminisz trált, modellnek sokkal nagyobb és termékenyebb hatása lehet.
mint egy szakmailag páratlan modellnek, amelyre senkinek sincs szüksége.
Bz a tanulmány tíz közösségi célú modellnek munka közben végzett meg­
figyeléséből fejlődött ki. A következő feltevéseken alapul: l. Bizonyos ad­
miniaztratív nehézségek együtt járnak a modellező folyamattal. Ezek a nehéz­
ségek minden modellezőt gyötörnek, és ha,·znavehetetlenné tesznek jónéhán_v
modell-Lanulmúnyt , 2. A modellezési folyamat alaposabb megértése javíthat
ezeknek a mélyenfekvő nehézségeknek a kezelésén. 3. A folyamat tudatosságát
fokozni lehet a modellezés tényleges folyamatának részletes megfigyelésével.
4. Az önkritikus módszert serkenti, ha olyan anyagot mutatunk be kritikai él
nélkül, (vagy, ami még jobb, humorosan) amelyből az olvasó magára ismerhet.
Ezekből a premisszákból kiindulva hét adminisztratív lépésben csoportosí­
tottam azokat a tevékenységeket, amelyek egy modell élettartama során elő­
fordulnak: előzetes elképzelés, kapcsolatteremtés, a koncepció felállítása,
szerkesztés, kipróbálás, dokumentálás és kivitelezés. A tanulmány során
karikatúrát rajzolok arról, ami az egyes lépések során rendszerint történik,
bár nem lenne szabad megtörténnie, és javaslatokat teszek, hogyan lehet
elkerülni ezeket a szokásos zsákutcákat. Az egyszerűség kedvéért a lépéseket
v Lorschy Katai in ford ítúsa.
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lényegretörően, ,,egyszerre-csak-egy-dolog-történik" stílusban fogom tárgyalni.
Azt a tévedést, hogy a modellezés ilyen szabályosan halad, másutt már el­
oszlatták (Renders 19í2; Hammond 19í4). Most megelégszünk azzal, hogy
emlékeztetünk rá, néhány lépés (különösen a koncepció kidolgozása) hajlamos
ismétlődő tevékenységgé válni, néhány másik pedig, például a kipróbálás és
a kivitelezés, folyamatossá.
A legtöbb modell-irányítási gond a modellezés kezdeti szakaszaiban születik,
a rossz hatások viszont a későbbi fázisokban összpontosulnak. Ebben a tanul­
mányban a gondokat nem ott fogom tárgyalni, ahol elkezdődnek, hanem ott,
ahol a felszínre bukkannak. Így a javaslatok - különösen a kipróbálásra
és kivitelezésre vonatkozóak - gyakran arra utalnak majd, hogy mit kellett
volna tenni a korábbi fázisokban.
Minthogy a saját hibáját néha kijavíthatja az ember, másokét azonban
szinte soha, az itt következő ,, tévedések vígjátékát" tekintse inkább úgy az
olvasó, mint ami róla és rólam szól, nem pedig mint egy beszámolót arról,
hogy ,,mások" mit csinálnak rosszul.
II. Előzetes elképzelések
Igy mi, közgazdászok, és más társa­
dalom-tudósok, most azt tanulrnányoz­
zuk részletesen, hoyyan viselkednek az
emberek, hoyyan motiválja, majd peclig
szabályozza őket öröklött alkatuk és kör­
nyezelii,lc ... .Egyedül csak a sajá: hiva­
tásimlc sajátos viselkedéséről nem akarumlc
tudomást szerezni .
. . . A lényeg az, hogy ha egy kicsü
keoé bé lennénk tudatlanok önmrigimlcat
és saját motivációinlcat illetően, !.:öny­
nyebben el tudnánk kerülni, hogy elfogul­
tak legyünk, és ezért gyorsabb fejlődést
várhatnánk a társaclalomtudományolc te­
rén. Az ct minimum, hogy mindig ismer­
jülc a problémát, és meqszerezzúmlc egy
bizonyos fokú kifinomul: ismeretet a




A) A modellező előzetes elképzelései
Az előzetes elképzelések azok a gyakran kimondatlan, föl nem ismert erők,
amelyek az előtt alakítják a modellt, mielőtt az explicitté válik, és amelyek
mindvégig, egész fejlődése során működni fognak a modell mögött. Az elő­
zetes elképzelések bizonyos mértékig alkalmazhatók és szükségesek. Nélkülük
a modellezés egy rendező elvek nélküli, teljesen rendezetlen és feldolgozhatatlan
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helyzet nulla pontján kezdődnék. Néha azonban az előzetes elképzelések
rosszul alkalmazhatók. Vagyis, előfordulhat, hogy úgy irányítják a modellező
és a felhasználó felfogását, hogy rosszul magyarázzák a tényleges helyzetet,
és nemigen elégítik ki a felhasználó igényeit.
Az előzetes elképzelések sokféle formát öltenek. Néhány erőteljesen megveti
a lábát, mint például egy modell-típus formalizált előzetes elképzelései, asza­
badpiaci rendszerben való mélységes hit, vagy általában a modellezés iránti
általános szkepticizmus vagy éppenséggel túlzott lelkesedés. Mások csak ideig­
óráig tartanak, és teljesen eltűnhetnek vagy megváltozhatnak a modellépítes
során. Megtörténhet, hogy a modellező éppen most olvasott egy beszámolót
a Föld változó időjárási rendszeréről, és egy ideig meg lesz győződve róla,
hogy ezt a modellnek tartalmaznia kell. Előfordulhat, hogy a felhasználó
nemrég kapott utasítást a Kongresszustól, hogy fordítson nagyobb figyelmet
a jövedelem-elosztásra, de lehet, hogy a modell-szerkesztés során figyelme
visszafordul a fizetési mérleg problémáira. Akár mélyen meggyökeresedett
hiedelmek, akár pillanatnyi gondolatok, a modellező és a felhasználó előíté­
letei alaposan befolyásolják a modellezési folyamatot.
Ami a modellezőt illeti, a hivatásával járó (elsősorban a modell típusára
vonatkozó) előzetes elképzelések fogják formálni módszerét és befolyásolni
a gondolkodását. Figyelmét bizonyos problémákra irányítják majd, és arra
késztetik, hogy másokkal ne nagyon foglalkozzék. A rendszer-dinamika hívé­
nek látóköre például elfogulttá teszi őt az aggregált, zárt hurkos szerkezetek
javára. Ezek az előzetes elképzelések alkalmasak rá, hogy szemellenzőt rak­
janak rá: l. szórási problémák, mint például földrajzi változatok és jövedelem­
elosztás ; 2. hierarchikus rendszerek, mint például a központosítás mértéke é::;
formái; és 8 paraméter-megha.tározt a rövidtávú viselkedés iránt (Id. D. H,
MrrldOWö 1976). ·
Az egyén: elképzelések Iölöí xa még ott tornyosulnak a kor légköréhez
turtozó társadalmi előítéJo1ek. Lehet ct len meglta,tározni, hogy pontosan
TY4s}< L hofolyásolt.a, a modellezést a hatvanas-hetvenes évek társadalmi
at.ruoszfórúja. Mégis, egészen bizonyos vagyok benne, hogy a szakma másképp
fej lődött vol mt, ha kialakulása évei történetesen a McCarthy-korszakra, a
gazdasigi v{dság éveire, a spanyol inkvizíció vagy a Ming dinasztia korára
estek volna. (A ku 1 turáli« előítéleteknek a tudományos elemzésre gyakorolt
hatáaáról kitűnő leírást ad Myrdal 1968, 5 35. old.)
Hacsak nem tndunk kitalálni egy őrangyalt, aki ott ül az előzetes elkép­
zelések tetején, és ki válogatja közülük a rosszul alkalrnazhatókat, be kell érjük
EL primit ív józan ésszel. Lt.t a józan ész arra figyelm.eztetne: ,,légy résen és
cselekedj tudatosan " Előzetes elképzelések mindig vannak. Amennyiben a
modellező tudja, hogy léteznek, explicitté teheti őket, és közvetlenül foglal­
kozhat velük Amennyiben nem látja őket, az előzetes elképzelések ott fognak
ólálkodni a munkája körül, és úgy átalakítják, hogy nem is hasonlít majd
az eredeti szándékához.
Pontosabban: légy önkritikus, vizsgáld meg a saját indítékaidat és a priori
hi potéziseidet ! Tárd föl az eljárásaidban lappangó előítéleteket! Folyamato­
san kérdezd meg magadtól, mit is próbálsz csinálni és miért! Az önvizsgálat
és az önkorrekció alkotják a negatív .Yisszaosatolást, ami a modellalkotó tanul­
mányt megtartja eredeti céljainál. Onvizsgálat híján semmi sem tudja meg­
akadályozni, hogy az előzetes elképzelések átvegyék az uralmat, és átkor­
mányozzák a modellalkotó tanulmányt a boldog jelentéktelenség birodalmába.
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A modellezők képzése rendszerint nem sokat tesz az önkritikus éberségért.
Sőt, a terület szakmai jellege akár aktívan is felléphet a ,,lágy", önelemző
alkatok ellen, akik szembeszállnak az előítéletek zsarnokoskodásával. Az elő­
ítélet-problémák teljes ellenszere csak a modellező-szakma értékrendszerének
átalakítása lehet. A nyílt-eszű modellezés érdekében tett gyakorlati lépések
a következőket tartalmaznák: l. kapjon nagyobb hangsúlyt a modellező kép­
zésben a gyakorlati munka; végezzenek a hallgatók 2. olyan gyakorlatokat,
amelyekben általuk különben elvetett nézőpontokat kell megvédeniük; 3.
szerepjátszó gyakorlatokat, amelyekben a hallgató a felhasználó szerepét veszi
át; 4. bátorítsák a hallgatókat, hogy keressék a saját eljárásuk tévedéseit,
és jutalmazzák azokat, akik felfedezik a saját hibáikat.
B) A felhasználó előzetes elképzelései
A tervezőnek a modell-típusra koncentráló előzetes elképzeléseitől eltérően,
a felhasználó előzetes elképzeléseinek gyakran nincs elméleti szerkezetük,
de érzékenyen reagálnak az intézményes környezetre. Joggal, hiszen a felhasz­
náló ritkán végeztethet változtatást az intézménye más tagjaival és támogatói­
val való együttműködés nélkül. Az U.S. Nemzetközi Fejlesztési Ügynökség
egy ügyfele minden lehetőt meg fog tenni azért, hogy megszerezze a Kong­
resszus jóakaratát; előfordulhat, hogy a Világbank nem publikál olyan beszá­
molókat, amelyek megrökönyödést kelthetnek a tagországokban. Bármelyik
felhasználó messzemenőkig tiszteletben fogja tartani egy személy vagy csoport
véleményét, amelyet fontosnak tart. A legtöbb felhasználó számadással
tartozik a pénzről, amelyet egy modellezési kísérletre költ.
A változó intézményes szempontok nagyon bomlasztóan hatnak a mo­
dellező folyamatra. Szélsőséges példa, hogy egy mezőgazdasági modellt,
amelyet eredetileg Nigériára terveztek, Dél-Koreára vittek át, amikor egy
forradalom véget vetett a nigériai tanulmánynak.1 Mindennaposahb példa,
hogy a felhasználó megrendel egy demográfiai tanulmányt, amikor a közvéle­
ményt a népesség érdekli, de azután elhanyagolja, amint az ügynökség érdek­
lődése a népességről az eróforrrisolc elosztására irányul.
Légy tisztában a felhasználó előzetes elképzeléseivel ! Képzeld magad a
felhasználó helyébe ! Érzékeld azokat az intézményi terheket, amelyek a
felhasználóra hárulnak ! E terheket végül is neked kell viselned. Pontosan
különböztesd meg a felhasználó egyéni elképzeléseit azoktól az intézményi
terhektől, amelyek nyomást gyakorolnak rá I Lépj szövetaógre a, felhasználó­
val, hogy semlegesíteni tudd az eredményes modellozóat gátló intézményi
terheket! Ne fogadd el a felhasználó elképzeléseit, amelyek csökkentik a
modell hasznosságát (pl. a rövid-távra összpontosító, egyértelmű előrejelzések],
de 11e is utasítsd el azonnal mindet ! Nem befolyásolhatod valakinek n,z el­
képzeléseit, hacsak nincs előtte tekintélyed és nem bízik benned. Igyekezz
megszerezni a bizalmát! Ha sikerült, kezdd óvatosan a legfonto 0ö\ \ elképze­
lésekkel ! A legtöbb előzetes elképzelés, amellyel a rendszer-dinamika, alkal­
mazói újra és újra szembe találják magukat, a rendszer-logikától eltérő gondol­
kodásmódban gyökerezik. Ezeket az előzetes elképzeléseket úgy lehet a leg-
1 A Michigani Állami Egyetemen George Rossmiller által ösazeáll ítotf ,,A koreai
mezőgazdasági szektor szimulációs modellje".
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könnyebben legyőzni, ha rendszer-logikát ültetünk a másfajta logika helyébe.
A fő feladat tehát pozitív: rendszer-logikát kell tanítani. De ne harcolj annyira
egyes részletekért, hogy közben megfeledkezz a lényegről!
III. Kapcsolatteremtés 
Ez a fázis akkor kezdődik, amikor a modellező és a felhasználó először tár­
gyal a speciális modell-tervezetről, és addig tart, amíg létre nem jön egy meg­
állapodás. A modell-alkotás anyagi természetű elhatározásai leginkább ebben
a korai fázisban összpontosulnak. Pénzügyi intézkedéseket hoznak, határidők­
ről és beszámolási tervekről, a kutatás helyéről, utazási költségekről és a kutató­
csoport nagyságáról döntenek. Ha a felhasználó egy közintézményhez tartozik,
ebben a fázisban határozzák meg vagy feledkeznek meg azokró'l az eszközökről,
amelyek felelőssé teszik a modellező kísérletet a közérdek előtt. Azt is meg­
határozzák, hogy a modellezőket az államigazgatás milyen szintjén és milyen
feltételek mellett hallgatják meg.
Érzékenyebb kérdések is ebben a szakaszban dőlnek el. Kedvelik-e a mo­
dellezők és a felhasználók egymást? Kölcsönös bizalmatlanság várható-e
a modell-tervezettel kapcsolatban? Hallgat-e majd a modellező a felhasz­
nálóra? Meghallgatja-e majd a felhasználó a modellezőt?
A modellező tanulmány operációs jövőjét elég jól meghatározzák a kapcso­
latteremtés közben eldőlő anyagi és erkölcsi kérdések. Ott, ahol a felhasználó
jól ismeri a rendszert, a modellező és a felhasználó között kialakított kommu­
nikációs csatornáktól függ, hogy tudása milyen mértékben épül bele a modellbe.
A modell nagysága és összetettsége arányban áll majd azzal az összeggel,
amelyet a modellezők fizetésére költöttek. (Előfordulhatnak olyan esetek,
amikor a modellezők egyszerűbb modellt alalútanak ki azzal, hogy több időt
fordítanak rá, vagy olyan esetek is, amikor nagyobb kutatói gárda kisebb
modelleket alkot. Az uralkodó tendencia azonban az, hogy a komplexitás
arányosan növekszik a modellezésre fordított idővel.)
A dokumentáció minőségét döntően befolyásolja majd az idő és azok a
források, amelyeket az adminisztrációs, szerkesztési, kiadói és nyomdakölt­
ségekre fordítanak, és a hangsúly, amelyet a kezdeti szakaszokban a dokumen­
tációra helyeznek. Ahol egyaránt van alkalmazó és finanszírozó ügyfél (például
a tagállamok részére készülő, ENSZ-finanszírozta modellek esetében), az alkal­
mazó és a modellező közötti kapcsolatot korlátozzák azok az intézkedések,
amelyeket azért tettek, hogy a modell eljusson azokhoz, akiknek szánták.
Végül pedig, a korai fázisokban kialakult rnagatartás valószínűleg kihat
majd az egész következő munkára. A költségvetés, az ütemezés, az intézményes
méretek és magatartásformák, amelyek a modellezés szerződéskötő szakaszá­
ban alakultak ki, okozhatják a különbséget egy felhasználatlan modell és egy
olyan modell között, amelyik hatékony tervezési eszközzé válik.
Egy modell megtervezése nem kevésbé bonyolult dolog, mint egy üzleti
vállalkozás létrehozása, egy csata vagy egy ház megtervezése, és ugyanolyan
nagy gonddal is kell közeledni hozzá. Egy modell-kísérlet megtervezése meg­
követeli korlátozott erőforrások összehangolását egy cél érdekében. Az erő­
források különbözőek, feladatuk pedig összetett; egyaránt beletartoznak
emberek, gépek, intézmények és pénz. Valószínűbb, hogy sikeres lesz egy
modell-tanulmány, ha szervezési és anyagi alapjait alaposan végiggondolják.
Egy modell-kísérletet könnyen alááshat akár ha rossz technológiába végeznek
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beruházásokat, ha nem veszik figyelembe a felhasználó (fogyasztó) szükség­
leteit, ha akár túlságosan visszafogott, akár túlságosan ambiciózus terveket
alkotnak.
Kezdd azzal, hogy elképzeled, hogyan akarsz előrehaladni a modell-kísér­
lettel a modellezés minden egyes lépésében ! Gondold végig minden lépés prózai
részleteit, mennyi idő kell majd a jó munkához, hogyan kell majd a modellező­
nek és a felhasználónak érintkeznie egymással, és mik azok a dolgok, melyek
várhatóan rosszul fognak sikerülni ! Készülj fel mindenre, aminek meg kell
történnie, és tégy óvintézkedéseket a várható nehézségek ellen !
Amikor elképzeled, hogyan kell a tanulmánynak haladnia, gondold végig
előző tanulmányaid történetét, és vizsgáld meg azokat az eljárásokat, amelye­
ket mások alkalmaznak! Próbáld meg elkerülni, hogy megismételd é1 hibákat !
Sajátited el az eredményesnek látszó módszereket !
A modellező és a felhasználó között a feszültségek és félreértések gazdag
forrásai az össze nem hangolt elvárások. Érdemes kutatni utánuk a tervezés
stádiumában, és ha vannak, érdemes kiirtani őket. Egyszerű mintája van
ennek az óvintézkedésnek: őszinte megbeszélés, szóbeli és írásban rögzített,
megegyezés Moudasd el a felhasználóval részletesen, mi az, aminek elvégzését
elvárja, és mi az, amit a modelltől remél! Mondj el neki pontról pontra min­
dent, amiben szükség lesz együttműködésére a munkában, mely adatoknál
számítasz arra, hogy megkapod tőle, milyen támogatást és együttműködést
vársz majd tőle, amikor eljön a modell felhasználásának ideje! Nagyon való­
színű, hogy naivnak fogjátok találni egymás elképzeléseit. Folytaseátok a
vitát és egyezkedést mindaddig, amíg elképzeléseitek arról, hogy ki, mií.,
mikor és hogyan csinál, azonos és gya.korI:_1,tias nem lesz. Végül, nehogy ú P)ö- 
szület.hessenek a, téves remények, foglaljátok írásba ö1 mcgegyezóst !
Ebben és az ezután következő st.ádiumban (a koncepció kidolgozásakor) mind
a felhasználó, mind a modellező hajlamos arra, hogy t.ürelmetlenné váljék.
,,hagyjuk ahba ,1, vacakolást és lássunk már munkához". Állj ellent a sürgetés­
nek ! Ezek a lépések a modellező folyamat Iogkritikusabb és legnehezebb
részei. Ne vezessen félre, hogy Levékenységeteknek nincsen azonnnali , kézzel­
fo6ható eredménye ! ÉrLelmetlcn a sietség, ha még nem világos, merre kell
menni. Egy évi munkára szánj rá m'inimálisan egy hónap tervezést! Nehogy
pénzügyi nyomásra el kelljen sietni ezt a lépést, a próba-szerződés stratégiájá­
hoz foJyamodhatsz, ami Pugh Iioberts (Jel Weil, 107f:i) esetében hasznos nak
bizonyult. Indulj el egy néhány hónapi munkáról szóló szerződéssel! ÉpíLK fol
egy demonstrációs prototípus modellt ! Figyeld meg, hogyan alakul a felhasz­
nálóval való kapcsolatod ! A próba-időszak lejártával mind to, mind n, fol­
használó sokkal kedvezőbb helyzetben lesz ahhoz, hogy eldöntse, ak.u-e
eg~iütt dolgozni a másikkal vagy som. Feltételezve hogy igen, sokkal kedvezőbb
helyzetben lesz ahhoz, hogy eldöntse, akar-e együtt dolgozni a máaikkal vn.i;,v
sem. Feltételezve hogy igen, sokkal kedvezőbb helyzetben lesznek a további
munka feltételeinek megLervezéséhez.
IV. A koncepció kidolgozása
A koncepciók alkotóinak munka közben végzett megfigyelése alapján a Con­
ceptula nemnek három faját különböztetem meg: C. meihodica; C. ejtusa,
és C. [rutescene. A három faj megkülönböztető vonásait az 1. ábra foglalja
össze.
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C. frutescens
1. dbra.: A koncepció-alkotók . három, fajtájára. jellemzően az anyag rendszerezésének,
ct probléma ú·cínt-i érdeklődésnek és az elmélet eeintézieénete alakulása
0 metliodica (közönséges nevén: 11 robotoló) gondosan szedi össze az adatokat,
gyűjLi az elfogadott elméleteket-és rajzolja az ábrákat. Nem követi a saját
szeszélyeit, és akkor sem merészkedik túlságosan messze a nyilvánvalótól,
amikor a határokat szabja meg. Munkájára jellemző, hogy precíz, de nélkülözi
az ihletet. Vagyis, nem alkot új elméletet. 0. methodica jól-kidolgozott elmé­
letokhö] táplálkozik. Legjobban akkor érzi magát, amikor újraalkalmazhat
egy álLalános elméletet, és hajlamos rá, hogy egészen elveszítse a fejét, ha a
etart.vonalt.ól kell indulnia.
0. ejiusa (közönséges nevén: az álmodozó) 0. methodica ellentéte. Az ,,érde­
kes" szó használatának gyakoriságából ítélve hipotézisként elfogadhatjuk,
hogy legfőbb indítéka az unalom elkerülése. Ugyanolyan lankadatlan kitar­
tással kerüli a köznapit, mint ahogy 0. methodica csügg rajta. Jellemzője,
hogy a tág határokat kedveli. Sajátossága, hogy - gyakran a rend rovására -
szeszólyeket és lenge szintéziseket kerget. 0. effusa olyan területeken érzi
leginkább elemében magát, ahol nincsenek kialakult elméletek. De előbb
csihol ki egy új elméletet, minthogy bármilyen megbízható elméleti struktúrát
kifejlesszen.
G Sztgmn rn7,/l-2
82 JENNIJi'ER M. ROBINSON
C. [rutescens az előző két fajtól abban különbözik, hogy koncepciói sok dús
gyümölcsöt teremnek. C. [rutescens munkájának termékei azok az általános
modellek, amelyeket 0. methoclica alkalmaz és 0. ejiusa elkerül. 0. [riaescens-t.
talán az a jellemző tulajdonsága különbözteti meg a koncepciók többi alkotói
fajától, hogy képes elválasztani az ocsut a tiszta búzától.
C. [rutescens sem fölösleges szeszélyeket nem kerget, mint 0. effusa, sem a
részletekben nem vész el, mint C. methodica. Inkább egy világos, érthető el­
mélet felé halad.
Rövid távon a modellezőnek nemigen van más választása, minthogy ösztö­
nös képességeivel éljen. Módszeres embereknek olyan feladatokra kell fordí­
taniuk az erejüket, amelyek fogalmilag egyértelműek, mint például áltitlános
modellek és műszaki-típusú struktúrák alkalmazása, ami nem igényli eredeti
társadalmi elméletek megalkotását. Almodozó alkatú koncepció-alkotóknak
olyan helyzeteket kell keresniük, amelyekben elméleti áttörésre van szükség.
Hosszú távon hasznosabb lenne, ha a módszeres és az álmodozó stílust egy­
aránt annak a sokkal kívánatosabb típusnak az irányába lehetne terelni,
amelyet a C. [rutescens leírása mutatott be. Itt, őszintén szólva, olyan rendszer
áll előttünk, amelyet nem értünk. A koncepcióalkotás fejlesztésének straLégiái
ugyanúgy tele vannak a ,,vaktában-lövöldözés" -típusú ösztönös érveléssel,
mint az infláció csökkentését szolgáló jelenlegi stratégiák. Sokan állít ják ,
hogy a koncepcióalkotást éppen úgy nem lehet tanítani, mint az alkotó mű­
vészeteket, és·úgy látszik, egyetlen olyan eset sincs följegyezve, amely kétségbe­
vonná ezt az állítást. Röviden tehát, ahhoz, hogy a koncepcióalkotás fejlesz­
tésére ki lehessen alakítani egy stratégiát, jobban meg kell értenünk ezt a,
folyamatot.
Néhány jel azonban arra mutat, hogy a koncepcióalkotást befolyásolhatják
olyan változók, amelyek kevésbé titokzatosak, mint a múzsák és it modellező
tehetség. Jay Forrester: fölkérték, hogy mondja el, hogyan szokott egy kon­
cepciót kialakítani. A 2. ábra megközelítőleg illusztrálja a folyamatnak azt az
időbeli tagolását, amelyet elmondott.
Egy új általános modellnél durván szá.mltva két évet; fordítanak a rend­
szerre vonatkozó információk kiválogatáeára, a problómával kapcsolatos
ismétlődő viselkedési trendek azonosií.áeár-a és a lényeges trendeket ezubályozó
állapotváltozók elkülönítésére. Ha ez megvan, az intcnzításokat kifejező
változók megfogalmazása és a kiinduló modell megszerkesz tése néhány hetet
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vesz igénybe. Ezek után a koncepció kidolgozását felváltja a modell visel­
kedésének extenzív kipróbálási és megfigyelési szakasza, aminek révén fino­
modik mind a modell, mind az elemzőknek a rendszerről alkotott koncepcio­
nális képe.
Az ellentét kedvéért a 2. ábrán bemutatom (az én megfigyelésem szerint) egy
megszokottabb modellező tanulmány időfelosztását is. A modellező többé­
kevésbé fejest ugrik a tanulmányba. Gyakran csak nyers elképzelése van arról,
hogy mik legyenek a fő állapotváltozók. Egy hónapon belül már a kiinduló
modellt szerkeszti. A szerkesztés viszonylag hosszadalmas - és zürzavaros -
folyamat. Gyaluan beletartoznak kérdés-újrafogalmazási kísérletek, a modell
határainak kiszélesítése, és új állapotváltozók bevonása.
A Forrester-eljárás és a Forrester-eredmények összevetése egy megszokot­
tabb eljárással nem foglalja magában, hogy a termékeny 'koncepció­
alkotás kulcsa a hosszú kihordási idő. De mindenesetre azt sugallja, hogy a
modell-koncepciók termelése ugyanúgy nem véletlenszerű, mint a termelés
mn.fl formái: lehetnek szisztematikus kapcsolatok a között, hogy mi kerül be
a folyamatba, hogyan van megszervezve, és mi az eredmény. Ha ilyen sziszte­
mat ikus kapcsolatok léteznek - és el tudunk jutni oda, hogy meg is értsük
őket - valószínű, hogy meg tudjuk tanulni a koncepció-alkotás folyamatának
szisztematikus szabályozáaát, Ha egy ilyen vezetési know-how kifejlesztése
nem forradalmasítja is a koncepció-alkotást - ha a modellezők elismerik,
de gyakorlatban semmibe veszik a koncepció-alkotást szabályozó séma
érvényességét akkor is legalább kifejlesztettük a felhasználókkal való töké­
lot cs egyfüt-gondolkodásnak az alapjait, akik mindjárt megbokrosodnak,
111 i hclyst egy szerkezeti változás életbeléptetésére kerül sor.
P·igyelmeztetés ! A koncepció, ha egyszer létrejött, könnyen berozsdásodik.
A modellezőket megbabonázzák a saját modelljeik, Személyes ismerősükké
vúlik minden egyes egyenlet, és elveszítik a képességüket, hogy maguk előtt
Iássá.k a,;,,L a valóságos helyzetet, amelyet az egyenletek képviselnek. A modell­
dokumentációban gyakran szembeszökőek a koncepció berozsdásodásának
sz.imptómái. Szélsőséges esetekben a fogalmi megértés egy minden áttekintést
nélkülöző, szőrözően részletes elemzéssé degenerálódik. A dokumentáció
sorról-sorra veszi a modellt, de nem tudja érzékeltetni az egész szerkezetet.
A Lái-sadalmi tudatosság felett eluralkodik a matematika. A forma túlharsogja
a modanivalót. Nagy gondot fordítanak arra, hogy mindent igazoljanak, de
nem hangzik el semmi világraszóló.
A formális modell felépítésének egész folyamata alatt meg kell őrizni egy
világos szellemi modellt. Rettenetesen fonák dolog, ha úgy látszik, hogy a
modellező már nem érti világosan a világ valóságos helyzetét. Egyszerűen
lehetetlen jó modellt felépíteni, ha az ember nem érzékeli a valódi világnak azt
a részét, amelyet szimulál. Hosszútávon a való világ tiszta megértése - külö­
nösen a felhasználó számára - sokkal értékesebb, mint maga a modell.
Mindig egy világos elképzelésnek kell az előtérben állnia. A legnagyobb aján­
dék, amit a modellező csak adhat, a világ mozgatórugóinak fogalmi megra­
gadása.
A modellezőknek arra kell nevelniük önmagukat, hogy el is tudjanak távo­
lodni. Föl kell nézniük a modelljükből, és komolyabban kell venniük a való
világot, mint saját, róla alkotott állításukat - rendszeresen, az egész model­
lező folyamat során. A könyvek böngészésével párhuzamosan meg kell figyel­
niük a való világot is. Beszélgetniük kell azokkal az emberekkel, akiknek elha-
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tározásai információforrások a modellben. Ahol csak lehetséges, meg kell
figyelniük azokat az üzemi és természeti operációkat, amelyeket a modell
szimulál. Ha olvasnak, olvasmányaikat ne korlátozzák egyedül csak a köz­
gazdaságra és a statisztikára, olvassanak történelmet, filozófiát, antropológiát,
sőt regényeket is ! És érezzék, hogy ezek az olvasmányok épp úgy a munkájukra
vonatkozó irodalom részei, mint a közgazdasági értekezések.
A koncepció-alkotásnak a valóságból kell kiindulnia. Semmit sem szabad
addig beépíteni a modellbe, amíg a modellező megfoghatóan el nem tudja kép­
zelni, hogyan történik az a való világban. Mielőtt elképzel egy pénzfolyamatot,
a modellező képzelje el a pénzt kezelő embereket, azt, ahogy gondolkoznak,
azt, hogy milyenek, a körülményeket, amelyek között élnek. Nem lehet a
modellezőnek addig termelési függvényeket írnia, amíg el nem tudja képzelni
az épületeket és a gépeket, a munkásokat és az anyagot, amellyel dolgoznak.
Ne írjanak népesség-növekedési függvényeket anélkül, hogy föltennék a kér­
dést: ,,Mit jelentenek a gyerekek ezeknek az embereknek?"
J-Ia már sikerült elérni, határozottan törekedni kell a realizmus megőrzésére.
A matematikai formába öltöztetés után a konkrét fogalmak könnyen sodród­
nak az absztrakció és a szakmai zsargon irányába. Túlságosan egyszerű 8Zá­
mokat ál lítani a valóság helyébe. Ha már a számok váltak ,,valósággá", pusz­
tán csak idő kérdése, hogy a matematikai logika kiszorítsa a, kiinduló koncep­
ció logikáját.
Músodik: figyelmeztetés! Ahogy a koncepció kidolgozása előre halad, gyakran
felmerülnek olyan mély, alapvető kérdések, mint például: ,,Mit mond ez a
modell a való világ működéséről t Valóban így viselkedik-e a vi lúg?
Érint-e lényeges kérdéseket ez a modell? Hatalmában áll-e a felhasználónak
életbeléptetni azokat a megoldásokat; amelyeket oz a modellező-tanulmány
javasol? A megfelelő felhasználónak dolgozorn-e t A megfelelő modellt 6pí­
tern-e ?"
Az ilyen kérdések nagyon hasznosak, ha nem túlságosan azigorúak: megráz­
kódtatást okoznak, ami ahhoz szükséges, hogy újra és újra olindítsa a modell­
finomítás és tökéletesítés fázisait, A kérdésfeltevés hatása azonban egy mé­
Iyebb szinten egészen aggasztó is lehet. Mint amikor a harmadéves medikus
megkérdezi: ,,Valóban orvos akarok Jenni?", koncepcionális premisszúink
újragondolása erkölcsi skru pulusolchoz vezethet. Szinte mindig akad valami,
amivel kapcsolatban a modellezőnek súlyos kétsógei támadhatnak. Gyakorlati
és intézményes kény izerek együtt azonban ésszerűtlen né teszik, hogy az ember
visszalépjen és átdolgozza a kétséges területeket, . Ha a modell csoport.munka.
a csoport minden egyes tagjának támadhat egy Hor kétsógc a modell koncep­
ciójával kapcsolatban, és az alapos kéteégbevonéstól akár darabokra ÍH hull­
hat a rnodell-kísórlet. Sőt, a modellezők, akik már aláírtak egy szerződést, és
akiknek határidőket kell betartaniuk, nem egykönnyen Láncolhatna.k VÍ8Sza
amiatt, hogy elb izonyt.alanodtak az irány vótcl bon.
A Modellező Utópiába.n efféle kórdósek rn.ég a koncopoióalkot.ás idojőn merül­
nének föl, hogy a modellezők és a modell felhasználói nyíltan megvitathassák.
A vita egy új, hasznosabb probléma-mcghu.túrozjishoz vezetne. Akkor a mo­
dellezők úgy folytatnák a munkát, hogy nem lennének gyötrő kétségeik arról,
amit csinálnak. A felhasználó olyan modellt kapna, amely megfelelne a szük­
ségleteinek, a modellezők pedig annyira biztosak lennének munkájuk erényei­
ben, hogy örömmel vonnék a fáradságot, hogy jól megírják és lelkesen nyújtsák
át a világnak. Alkalmazásához nem férne kó1ség.
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A gyakorlatban kevés modell illik bele a Modellező Utópia sémájába. A mo­
dellkészítő agyában túlságosan gyakra,n akkor fogalmazódik újra a probléma,
amikor már túl van a modellkészítő folyamat felén. Addigra már a modellezők
túlságosan el vannak kötelezve eredeti probléma-megfogalmazásuknak ahhoz,
hogy megváltoztassák a modellt. Így azután az eredeti probléma-meghatáro­
zásnak megfelelően fejezik be a modellt, és lelkesedésüket arra fordítják,
hogy új szerződés után nézzenek, amely lehetőséget ad nekik arra, hogy az előző
modellnél szerzett tudással dolgozzanak egy új modellen. A régi modellt,
amelyből a modellezők már kiábrándultak, éppen csak annyira egészítik ki és
dokumentálják, hogy megfeleljen a szerződésbeli kötelezettségeknek. Elveszett
már az odaadás, ami ahhoz kell, hogy közkinccsé tegyenek és gyakorlatban
alkalmazzanak egy modellt.
A megkésetten éleslátó kérdésfeltevés szükségessége és romboló hatása egy­
aránt nyilvánvaló. A későbbiekre marad, hogy vajon lehet-e úgy irányítani a
modellezést, hogy elkerülhető legyen a romboló hatás. A kezdeti koncepció
kidolgozására fordított több idő, szorosabb kapcsolat a modellező és a fel­
használó között, egy vagy több időszak rendszeresítése az eredeti probléma
meghatározás újragondolására, tapasztalt modellezők szerint (Weil 1976;
Roberts 1972) eléí:,,egítheti, hogy a modelleket olyan tartós formába öntsék,
hogy nagy kérdések se akadályozzák meg sikeres befejezésüket.
V. Szerkesztés
A modelleket arra szánják, hogy prob­
lémákai oldjanak meg, őlc maquk: nem
jelentik a végcélt. A megszerkesztett mo­
dellelc fajtáit a megoldandó probléma
szükségletei határozzák rneg. (Bárki, alci
részt vesz modell-építésben, tamúskodha:
arról, hogy milyen nehéz objelctívnelc
lenni ebben a kérdésben. Nagyon lcönnyü
hagyni, hogy a modellek immaqul.baai
»éqcéllá 'Váljanak.)
T. J. ]JI[ aneisdi, l.974.
A modell-szerkesztés abból áll, hogy a megfogalmazott szerkezetet olyan
formába öntik, amelyet a számítógép meg tud emészteni. A modellező számára
a modell-szerkesztés hazai pályát jelent. Lehet, hogy sohasem tanulmányozta.
hogyan kell egy koncepciót kialakítani, vagy hogyan kell kapcsolatot teremteni
a felhasználóval, de sokéves modell-szerkesztési tapasztalata van. Rendsze­
rint szereti a hivatását, és élvezettel használja eszközeit.
A modell-szerkesztési feladat nem más, mint egy bonyolult rejtvény, ame­
lyet meg kell oldani. A modellező lelkesen halad előre. Minden szakmai beszél­
getését elhúzza, és modellező társaival egyik vagy másik modellezerkesztési
eljárás viszonylagos előnyeit kezeli megvitatni. A beszélgetés a függvény_típu­
sok, a táblázatos alakban adott függvények meredeksége, a domináns vissza­
csatolási hurkok és a ciklikus viselkedés felé fordul; a modellezők azzal kezdik
ugratni egymást. hogy őrködnek a modell egyszerűségén, és közben bele­
sétálnak a komplexitás mocsarába.
SE\ JENNIFElt :\I. ROBINSON
A koncepció kidolgozása adta meg az intellektuális tervrajzot. A szerkesztés
fázisában egy sor különböző eszközt, többek között grafikus eljárásokat, mate­
matikai algor itmusoka.t és software csomagokat (konzerv programokat) hasz­
nálnak ahhoz, hogy az intellektuális tervrajzot és az adatokat technikailag
kezelhető szerkezetté alakítsák át. Az eszközök szerepe korántsem passzív
ebben az eljárásban. A DYNAMO, amelynek erősebb a belső fegyelme, mint
amilyen az ,,1984" című regényben beszélt ,,új nyelvé", ugyanakkor amikor a
rendszer-dinamika elfogadott formájában a szimulációt technikailag egyszerű
feladattá teszi, teljesen zűrzavarossá válik, ha kilépünk e prototípus keretei
közül. Aggregált, nem-lineáris állapotváltozókkal definiált visszacsatolásos
rendszerek szimulálásához nem kell más, mint egy csöpp algebrai gondolkodás
és a DYNAMO ismerete. Más technikákkal, például input-output, optimalizá­
ciós vagy sztochasztikus modellező technikákkal való keresztezése jelentős
számítási ügyességet kíván, és rendszerint borzalmas fogalmazási nehézsé­
geket okoz.
A felhasználó és a szerkesztés
A modellezés valamennyi lépése közül a szerkesztés áll a legtávolabb a.
felhasználótól, akit valóazínüleg ki is hagynak belőle. Az n, szakmai fecsegés
é8 szakzsargon, ami a modellezők között elharapódzik, amikor a rejtvényük­
ben elmerülnek, a beavatottakon kívül mindenki más számára érthetetlen.
M.ég ha a felhasználó történetesen értene is a modellezéshez, ebben a fázisban
nehéz lenne lépést tartania az eseményekkel. (Sőt, még maguk a modellezők
is gyakorta eltévednek benne.)
Röviden tehát, a modellt cítalalcitjálc ualarnioé, amit a számítógép meqért, a
felhasználó viszont nem. Igaz, ha i-1 gépi program megfelelne a probléma meg­
fogalmazásának, akkor a felhasználó megértené a góri programot, ha nem is
szóról szóra, de elméletben mindenképpen. Nérni idő azonban eltelt azóta, hogy
a problémát meghatározták. A felhasználó felejthctett közben, a modellezők
pedig át- meg átszőhették szakmai terminológiával a probléma-meghatározás
eredeti szóhasználatát. Ilyen körülmények között könnyen meglehet, hogy a
felhasználó többé nem hiszi, hogy érti a modellt, még ha a koncepciók alapjait
érti is.
A kapcsolat-újrafelvétel emberi, nem pedig mechanikus dolog. Együttérzés
és kommunikációs ügyesség kell ahhoz, hogy leereszkedés nélkül meghatároz­
zák és tisztázzák azokat a tényezőket, amelyek a modell megértésében meg­
akadályoznak másokat. Az eljárás elsősorban időt ós türelmet igényel. Ha a,
térbeli távolság elválasztja a felhasználót és a modellezőt, utazásokra, tele­
fonálgatásokra és levélhegyekre lesz szükség. Ha a felhasználó nem egyetlen
személy, hanem ügynökség, a kapcsolat újrafelvételének problémáját még
nehezebb lesz megoldani. Ha a modellezökből hiányzik a szükséges emberi
ügyesség, vagy ha a felhasználó nem áll szilárdan a modell mellett, a modell
szerkesztése során a felhasználó értelmi kapcsolata fL modellel olyan törést
szenvedhet, hogy érdeklődése a modell iránt menthetetlenül alacsony szintre
süllyed.
A modell szerkesztése közben elkerülhetetlenül lazul a felhasználó értelmi
kapcsolata a modellel, Ezt a veszteséget azonban minimalizálni kell és lehet, ha:
l, a kapcsolat nem szűnik meg teljesen a modell szerkesztése közben,
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2. a modellezők lassan bevezetik a felhasználót a szakzsargonba, amit
viszont a minimumon tartanak,
3. a felhasználók ragaszkodnak hozzá, hogy amit a modellezők csinálnak,
csinálják érthetően, és tájékoztatják a modellezőket, ha már nem értik, hogy
mi folyik,
4. a modell szerkesztésének fázisa nem tart olyan sokáig, hogy a felhasználó
már meg is feledkezik a modell létezéséről,
5. a modell nem válik bonyolultabbá, mint amennyire kitűzött célja meg­
kívánja.
A fenti ,,ha" -k nem teljesednek spontán módon. Akkor a legbiztosabb,
hogy teljesítik őket, ha a modell -szerkesztés során felmerülő nehézségeket már
a szerződéskötés fázisában megelőzik. Az a modell-tanulmány, amelyik jól­
beosztott beszámolási tervvel, a kapcsolat fenntartásáról szóló megegyezéssel
és a nehézségekkel számoló reális szemlélettel indul, sokkal kevésbé valószínű,
hogy a modell szerkesztése közben zátornya fut. Ha az előkészítés ellenére is
bajok vannak a kapcsolattartással, a kár sokkal kisebb lesz, és sokkal köny­
nyebb lesz helyrehozni.
VI. Kipróbálás
A kipróbálás a modellező folyamat intellektuális csúcspontja. Bizonyos
értelemben a formális modelleket úgy építik, hogy állják a próbát. Ha a mate­
matikai modelleket nem lehetne alávetni az ellenőrző eljárások széles skálájá­
nak, nem sok előnyük lenne a szóbeli modellekkel szemben. Ha a próbák nem
tudnák megmutatni egy modell használhatóságát, és ha egy modellt, ame­
lyet egy adott cél eléréséhez már alkalmasnak tartanak, nem lehetne felhasz­
nálni lehetséges politikák hatásának ellenőrzésére, akkor a modellek csupán
rendkívül aprólékos leírások ~· matematikai festmények ~ lennének.
A kipróbálás az eljárást tekintve is kulmináló tevékenység. Az izgatott vára­
kozás a modell megfogalmazásától kezdve mindaddig fokozódik, amíg megnem
érik a kipróbálásra, hiszen a modellező kíváncsi rá, hogyan fog működni.
Szakmailag a kipróbálás a legrázósabb pont. Az érvényességi próba ádáz harc
tárgya a rendszer-dinamika és más modell-típusok között. Ugy látszik, a rend­
szer-dinamika művelői között az az általános vélemény, hogy azok a statisz­
tikai próbák, amelyeket más típusoknál alkalmaznak, nem hasznosak a rend­
szer-dinamikában (Forrester 1961; Senqe 1975; Maee és Senye 1976 ), bár akad­
nak, akik síkra szállnak az előrejezés hibájának formalizált méréséért, mint
olyan eszközért, amely segíti megnyerni a felhasználó bizalmát. (Weil 1976).
Az érzékenységi vizsgálatokat és a stratégiák tesztelését lényegesnek tart­
ják. (Forrester 1961). Főként példák alkalmazásán és inaskodáson keresztül
tanítják, hogyan kell elvégezni az érzékenységi és stratégiai teszteket.
Az implicit általánosítás szerint: ,,az elvégzendő teszteket csak a kutatás céljá­
nak és a megismerendő rendszer természetének megfelelő eset-specifikus ala­
J)On lehet előírni." Más szóval, a próba formája értékítélet kérdése. A megíté­
Iést a tapasztalatok alakítják ki.
Az embernek nem kell nagyon messzire mennie, hogy olyan esetekre talál­
jon, amikor a modell kipróbálásáról gyengécske döntéseket hoztak. Egy csomó
modellező hajlik rá, hogy amikor egy hatalmas modellel és a kipróbálás csilla­
gászati számú potenciális tárgyával kerül szembe, erőfeszítését inkább a
modell ,,behangolására", mint kipróbálására fordítsa. A paramétereket gyor-
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sabban alakítják úgy, hogy jobb múltbeli illeszkedést érjen el, minthogy olyan
változtatásoknak vessék alá őket, amelyek a rendszer viselkedési tűrőképessé­
gét tehetné kérdésessé. Bár a valódi világ döntési függvényei és az információs
áramlatok gyakran tele vannak zajjal (Forrester 1961), a modellezők ritkán
ellenőrzik a modelljeik érzékenységét különböző amplitúdójú és fajtájú zajok­
kal szemben. Szélsőséges paraméter-k9mbinációkat ritkán vizsgálnak meg, és
ritkák a szerkezeti változtatások is. Igy a modell viselkedése különleges fel­
tételek mellett - éppen azokban a helyzetekben, amelyekben a nem-Iineari­
tások fontossá válnak és sokszor bukkannak fel érdekes eredmények - gyak­
ran észrevétlen marad. És ami még rosszabb, úgy látszik, hogy a modell
ellenőrzésének nemigen szentelnek mély gondolatolrn,t. Közel két év alatt a
modellező csoport hetente tartott szemináriumain és mindennapos vitáin
ebéd közben, még soha senkit sem hallottam, hogy komolyan vitatkozott volna
arról, hogyan szervezze meg saját modelljének kipróbálását. Ugy lászik, hogy
ft legtöbb ember, köztük magam is, tervszerűtlenül fog hozzá a teszteléshez,
mint. olyasmihez, ami csak része a hibák kihogarászása 6s a modell finomítása
folyamatának. A nem formalizúlt tesztek ből ir rtuit.i v képet alkotnak arról,
houyan működik a modell Ez után az intuitív kép után - ami egészen pontat­
lan is lehet (hiszen mindannyian tudjuk, .hogy az intuíciónak a magasabb­
rendű rendszerek szívósan ellenállnak) következnek a szerkezeti érzékeny­
ségi tesztek. Az érzékenységi tesztek eredményei alapján és annak elgondolása
alapján, hogy milyen stratégiák kipróbálása váltja ki a kívánt hatást a fel­
használóból, elvégzik ezeket a stratégiai próbákat. Ezzel azután a kipróbálást
befejezettnek tekintik, hacsak valami küh,ő kritika bele ne.m avatkozik.
Miért válik a kipróbálás olyan gyalu-an felületessé? Egyr6szt a modellezők
sokszor annyira elmerülnek a szerkezet felülvizsgúlatában 6s kidolgozásáliun,
hogy nem hagynak időt az alapos kipróbálásra. Bz a ga7,dálkodár;, az idővel
olyan, mintha valaki gondm,an olkószítene egy ebédet, azut.án az egé8zet k iön­
tené a szemétbe. A szimuláció legfőbb előnye az clornzés más formáival szcrn­
ben, hogy megmutatja az embernek, mi történik, ha valamennyi hipotézis
egyszerre kezel működni. Ha valaki, összoé.llltván a hipotéziseit. abbahagy ja a
munkát és nem szánja rá az időt, hogy gondoaan összcé.llított kísérletek során
részletesen megfigyelje egymásrahatásuk eredményeit, akár nel i is állhat
esszéket írni vagy grafikonokat rajzolni. Másrészt, a 'preciz ellenőrzés az intu­
íció természete és a szokás ellen van. Azokat a verbális elméleteket, amelyeken
fölnevelkecltünk, nem lehet úgy kipróbálni, mint a szi mulációs modelleket;
túlságosan kevéssé explicitek ahhoz, hogy részletes szerkezet- és viselkedés­
elemzést tegyenek lehetővé, és túlságosan merevek ahhoz, hogy kísőrlctezni
lehessen velük. Hacsak nem tesznek határozott kísérletet arra, hogv Rzigorú
ellenőrző eljárásokat dolgozzanak ki 6s tartsanak fenn, a modellezők simán
visszatérnek arra, hogy a formális modelleket se ellenőrizzék sokkal Löbl>
gonddal, mint amennyit egy verbális modell értékelésére fordítanának.
Sőt, előfordulhat, hogy aktív tudatalatti ellenállás van bennük a kipróbálás­
sal szemben. Kevesen vannak közöttünk, akik élvezettel manipulálnánk a
saját modellünket úgy, hogy az esetleg érvénytelenítse megfogalmazott szer­
kezetünket, vagy a rendszer viselkedéséről alkotott ösztönös elképzelésünket.
Intellektuálisan kényelmetlen úgy ellenőrizni valamit, hogy elbizonytalanod­
hasson a modellről alkotott véleményünk. Igy hát könnyen abba a hibába
esünk, hogy hasznos és értelmes teszteket fölösleges piszmogással helyettesí­
tünk.
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Könyörtelenül szembe kell szállni az ilyen kipróbálás-ellenes erőkkel. Nem
szabad hagyni, hogy a használhatósági tesztek olyen törekvéssé degenerálód­
janak, amelyben a modell használhatóságát demonstrálják. Komoly kísérletet
kell tenni arra, hogy meghatározzák azokat a helyeket, ahol a modell, vagy a
modellező róla alkotott képe hamis, hogy javítani, finomítani lehessen a modell
szerkezetén és a modellező szerkezeti elképzelésein. A vizsgálatot ugyanazzal
a rosszindulatú szkepticizmussal kell elvégezni, mint egy használt autó kipró­
bálását ~ szinte mindig akad valami disznóság a motortető alatt. A lényeg az,
hogy az ember lokalizálja és kijavítsa a bajt, nem pedig hogy átfesse a rozsdás
részeket.
Adott esetben a kipróbálásnak magába kell foglalnia különböző kísérleti
feltételek mellett a modell változóinak gondos megfigyelését. A modellezőnek
meg kell állapítania a változók viselkedése és a különböző kísérleti körülmé­
nyek között a változók viselkedésében mutatkozó különbség szerkezeti okait.
Azután fel kell tennie a kérdést, hogy vajon a modell szerkezeti okai elfogadha­
tók-e a tényleges rendszer tekintetében. (Ha nem, itt az ideje, hogy elgondol­
kozzon a modell szerkezetének módosításán.) Ahhoz, hogy a teszteknek meg­
felelő hasznuk legyen, a modellezőnek világosan tudnia kell, hogy minden
egyes próba során milyen viselkedést vár a modelltől, és gondosan figyelnie
kell, hogyan tér el a modell outputja a várt viselkedéstől. A várt és megfigyelt
eredmények közötti eltérések azt jelzik, hogy vagy a modell, vagy a modellező
elképezése a modell viselkedéséről irreális. Akár így, akár úgy, tanulni kell
belőle.
A többi megpróbáltatáson kívül a kipróbálásnak gyakran még egy prédára
éhes társadalmi környezetet is túl kell élnie. Ha lennének olyan intelligens
kritikusok, akik arra kényszerítenék a modellezőt, hogy alkalmazzon a modell
szerkezetének és céljána,k megfelelő teszteket, lenne társadalmi ösztönző arra,
hogy a modellező jól végezze el az ellenőrzést. Ehelyett egy sor ellenséges ér­
zelmű kritikussal találkozunk, akik olyen teszteket sürgetnek, amelyek egy­
ált.alán nem felelnek meg a modell céljának és szerkezetének, a modellező arra
kényszerül, hogy önvizsgáló tesztek helyett inkább védekező teszteket alkal­
mazzon. Nagyjából úgy látszik, hogy a szimulációs modellálás gyorsabban
alakított ki ellenséges kritikusokat, mint ahogy kifejlesztette a saját hozzáértő,
ellenőrző vezetését. Így azután inkább olyan tesztekért lelkesednek, amelyek
igazolják, nem pedig korrigálják a modelleket.
A modellező számtalan módon elkerülheti ezt a destruktív helyzetet. Fel­
kérhet egy külső bírálót, akinek a véleményére hallgat. Beleépítheti a model­
lezö eljárásba a belső kritikát úgy, hogy tudatosan megbízza a modellező
team. egyes tagjait a team más tagjai munkájának bírálatával. Vagy ha a fel­
használó elég alaposan ismeri a modellező tanulmányt, ő maga is alkalmazhat
olyan elveket, amelyek továbbfejleszthetik a modell viselkedését. Nem való­
színű, hogy az előbb felsorolt bármelyik kritika-fajta magától jelentkezik Ha
a modellező igényt tart rájuk, aktívan kérnie kell őket, és a helyzet~ez illő
jutalommal kell megköszönnie (pénz, köszönet és megbecsülés, valamint egy
kijavított termék, aszerint, hogy külső vagy belső bírálókról, illetve a felhasz­
nálóról van-e szó).
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VII. Dokumentáció
... Vagy van az 'Írónak mondanivaló­
ja, de nem tu,clja kifejezn-i, vagy nem­
törődöm módon valami mást mond, vagy
majdnem teljesen közömbös aziránt, hogy
jelentenek-e valamit a szavai vagy sem.
A lcödösségnek és nyilvánvaló hozzá nem
értésnek ez a keveréke a modern angol
próza legjellemzőbb vonása .
. . . Amint fölmerülnek bizonyos té­
rnálc, a lconlcréturn. beleolvad az elvontba,
és úgy látszik, hogy senki sem akad, aki
képes lenne rá, hogy ne kölcsönvett be­
szédjordulosokkol éljen: a próza egyre
kevésbé áll olyan szavakból, amelyeket
a jelentésukért választottak ki, és egyre
inkább olyan kifejezésekből, amelyeket
úgy rakosgatnak össze, mint egy előre­
gyártott tyúlclcetrec részeit.
George Orwell
A dokumentációs felelősség kérdése mögött a modellező személyének még
nagyobb kérdése rejlik. Tudós-e a modellező vagy szakértö? A változás ügy­
nöke-e vagy az igazság harcosa? A felhasználó vagy a ,,közjó" érdekében dol­
gozik? Esetleg egy személyben mind'?
Ha a modellező tudós, dokumentációs feladatai Iényegretöröek. A tudomá­
nyok általános gyakorlatának megfelelően: l. ismertetnie kell a szakirodalmat,
hogy pozíciót szerezzen tanulmányának az elfogadott tudás birodalmában;
2. meg kell fogalmaznia problémáját vagy hipotézisét; 3. le kell írnia módszerét,
elég részletesen ahhoz, hogy bármelyik önálló tudós alkalmazhassa, ugyaneze­
ket az eljárásokat, és megkaphassa ugyanezeket az eredményeket; 4. közölnie
kell eredményeit; 5. értelmeznie kell ezeket az eredményeket és következteté­
seket kell levonnia. Mint ahogy számítógépi modelleknél szokás, ismertetnie
kell feltevéseit és közölnie kell adatforrásait.
Ha a modellező szakértő, dokumentációs .kötelezettségeí teljesen gyakor­
latiak és pusztán a körülményektől függnek. Ugy kell dokumentálnia, ahogy a
felhasználó érdekei megkívánják. A felhasználó érdekei attól függnek, hogy
mit akar kezdeni a modellel, és hogy mennyire látja át a modellt dokumentáció
nélkül. Ha a felhasználó aktívan részt vett a modellező folyamatban ós érti
a modellt, akkor igényeit remekül kielégítheti néhány összefoglalás és t,áblázat,
amely a modell azon tulajdonságait részletezi, amelyekkel EL leginkább tisz­
tában kell lennie, és amelyeket minden valószínű.ség szerint el fog felejteni.
Ha a modell teljesen ad hoc volt, ha válaszolt egy kérdésre, és tovább nincs rá
szükség, ha ez a válasz elhangzott, a modell gondos dokumentálása kész luxus.
(Nehéz lenne helyeselni, hogy egy ember teljes évi munkáját fordítsák arra, hogy
formálisan dokumentáljon egy modellt, ha a, Világbankban azért hozták létre,
hogy egyetlen speciális döntést megvilágítson, és azután eldobták.) Másrészt
azonban, ha a modellt olyan eszköznek szánták, amelyet a tervezés során a
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továbbiakban is használnak, a felhasználó érdeke megkövetelhet egy alapos
dokumentációt. Ahhoz, hogy a modell mindig működésre kész állapotban le­
gyen szükség lesz egy kézikönyvre épp úgy, mint ahogy számtalan tanulmány
is kell majd, amely segít a modell output-jának értelmezésében és eredményei
ismertetésében. Ha a felhasználó gyakran alkalmaz modelleket, hasznát lát­
hatja az ilyen dokumentációnak, hiszen az egyik modell-tanulmányból nyert
tudás átvihető a másikba.
Lehet, hogy a modellező közölni akar valamit, és célja valóraváltásában
segítségére lesz a modell. Ebben az esetben dokumentációja lényegét tekintve
propaganda, tehát úgy kell megírni, hogy meggyőző legyen. Rövidnek, átfo­
gónak, világosnak és sodró erejűnek kell lennie. Figyelmet kell fordítani a
megjelenésre. A módszertani tárgyalást technikai részletek nélkül a lehető leg­
rövidebbre kell fogni. Csak a lényeget kell hangsúlyozni.
Végül pedig, a modellező lehet elméleti ember. A modellezi5k közül sokan
disszertáns diákok vagy professzorok, akik a ,,publikálj-vagy-tűnj-el" világá­
ban élnek. Ha a modellező e két kategória valamelyikébe tartozik, úgy akarja
el végezni a dokumentációt, hogy az megfeleljen, ha nem is a tudományos,
legalább az egyetemi normáknak. Dokumentációjának jellegét egyik vagy
másik elméleti folyóirat formátuma vagy a minősítő bizottság szabja meg.
Egyetlen dokumentációs munka nem láthatja el az előbb említett valarneny­
nyi feladatot. A tudományos dokumentáció ritkán az, amire a felhasználónak
saját, használatra a leginkább szüksége van. Az aktivista dokumentáció nem­
igen felel meg a tudományos igényeknek vagy az egyetemi közösség kívánal­
mainak. Nehéz úgy megírni egy elméleti folyóiratba való cikket, hogy propa­
ganda-értéke legyen, vagy megfeleljen a tudományos igényeknek. Ötféle­
képpen dokumentáljon hát a modellező, hogy valamennyi követelménynek
eleget tegyen? Az olvasóra bízom a választ, de azzal a javaslattal, hogy a dön­
tést feltétlenül a kapcsolatteremtés fázisában kell meghozni. Ha a dokumentá­
ciós kötelezettségeket nem állapítják meg világosan, és a dokumentációs igé­
nyeket nem veszik számításba, a dokumentációból könnyen válik utólagos
gond Az ilyen utólag elhatározott dokumentáció pedig ritkán jó minőségű.
Amikor a dokumentáció stílusát kiválasztják, a következőket kell számi­
tásba venni:
l A dokumentáció idfíigényes eljárás. Egy modellező tanulmány tájékoz­
í.ató beszámolója plusz egy tudományos vagy egyetemi beszámoló elkészítésé­
nek eljárása megdup]ázha,tja a modellező kísérletre fordított időt és kiadásokat.
Ha jó dokumentációt szeretnének kapni, a szerződésben időt és pénzt kell
szánni rá.
2. Lehet, hogy a, dokumentáció javít a modell minőségén. A modellezők
így vagy úµy hajlamosak a felületességre Számtalan gyönge modell készül el, 
amelyet sohasem lepleznek le. Valószínűbb azonban, hogy a modellezők
ügyelni fognak a hibáikra és kevésbé alkalmaznak majd technikailag jogosu­
latlan eljárásokat , ha munkájukat he kell mutatniuk és elérhetővé kell tenniük
a bírálat számára.
3. Jó néhány modellező nem ír valami jól. A nagyközönségnek szóló - akár
rábeszélő - dokumentáció előkészítéséhez valószínűleg szükség lesz szerkesz­
tői segítségre, sőt talán valakivel meg is kel] íratni a dokumentációt. Ha szük­
ség van egy, a, nyiJ vánosságnak szóló beszámolóra, a szerződésben gondoskodni
kell a megfelelő anyagi alapokról, amelyek megszerzik a megfelelő képességű
írót.
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4. A modellezés könnyen válhat a nem szakmabeli világ megtévesztésének
és összezavarásának eszközévé. Ha a döntéshozatalban a modelleket eszköz­
ként használják fel, és dokumentálásukat nem úgy végzik, hogy a nyilvánosság
is megérthesse őket, szellemüket tekintve technokratikusak és antidemokrati­
kusak.
5. Mindenféle dokumentáció fontos mechanizmus, amely lehetővé teszi,
hogy a modell-eredményezte tudást elválasszák a modellezőtől. Egy modell,
amelyet nem dokumentáltak, inkább csak a modellezőnek, mint a külvilágnak
nyújt ismereteket a rendszerről. Ha a modell jól van dokumentálva, a modell­
szülte tudást tovább lehet adni a szakmai közösségnek egy tudományos vagy
egyetemi dokumentáció segítségével, a nyilvánosságnak pedig köznyelven írt
dokumentumokon keresztül.
6. A számítógépi modellezés fiatal tudományág és a tapasztalatok nyilván­
tartása még szegényes. Ha az a cél, hogy a modellezés javuljon és fejlődjön, az
egyik kutatásból származó tudást át kell adni a többi tanulmánynak. Az is
fontos, hogy a modelleket mind a modellező szakmából, mind a nem szakmai
világból származó kritikának vessék alá (a nem szakmai világnak különösen
azok a képviselői kritizáljanak, akik jól ismerik a modellező által szimulált
világ tényleges helyzetét). Az ilyen kritika megköveteli, hogy a modellekhez
járuljon mind matematikai, mind verbális dokumentáció.
7. Ha a modell jelentéktelen, vagy ha dokumentációja különösen zavaros,
nem valószínű, hogy bárki is nagy figyelmet fordít majd a dokumentációra.
Az általános modelleknek és vitatott tárggyal foglalkozó modelleknek ezért
nagyobb szükségük van a dokumentációra, mint az eset-specifikus modelleknek,
amelyeket senkit sem érdeklő kérdések megválaszolására szántak. Nehezen ért­
hető dokumentációt valószínűleg nem érdemes kinyomtatni.
8. Keveset tudunk a modellek adminisztrálásáról és a modellezés folyamatá­
ról. Az adminisztratív aspektusok dokumentációja gyümölcsöző lehet a veze­
tési módszerek fejlődése szempontjából.
VIII. Kivitelezés
Modellező Utópiában a felhasználó, akit mélyen elkeserít egy Probléma,
sírva fordul a modellezőhöz: ,,Ó, jaj, mi lesz? Mit tehetek, hogy elkerüljem
ezt a borzalmas véget?" A modellező előlép, elvégez egy analízist és átnyújtja
a Megoldást. A Megoldást a felhasználó elfogadja és alkalmazásba veszi. (A 
Megoldás persze tökéletesen beválik, a felhasználó pedig örökké hálás marad.)
Ezzel szemben, egy cinikus lélek a következőképpen jellemezheti a valóságos
helyzetet. A modellező és valamilyen finanszírozási forrás összetalálkozik, és
megegyeznek egy modell felépítésében. A modell célját ,,XYZ megértésének szol­
gálatában" és ,,a PQ módszertan hasznosságának megvizsgálásában" határoz­
zák meg. A modellező megkapja a szükséges anyagiakat, és nekilát, hogy meg­
építse modelljét. Két év múlva mesterművével együtt tér vissza. A finanszírozó
nem tudja használni, de ismeri az XYZ politikáját meghatározó CDE ügy­
nökség BS főosztályának vezetőjét. Megszerveznek egy találkozót. A Főosz­
tályvezető udvariasan figyel és átnézi a modell outputját, de nem rendeli
vissza a modellezőt és további információkat sem kér. A modellező érdeklő­
dése már valami másra irányul, a modell pedig teljesen letűnik a színről.
Mi történik a Modellező Utópiában, ami viszont nem játszódik le a valódi
életben? Lényegét tekintve az, hogy míg Utópiában a modell-létrehozta
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gondolatok átadása simán és automatikusan megy végbe, a valóságban a
modellező és a felhasználó elképzelései között olyan mély szakadék tátong,
hogy az átadás alig vagy egyáltalán nem megy végbe.
Az átadás vagy át-nem-adás kérdésének megközelítésére megszerkesztem
az információ-átadás egy egyszerű verbális modelljét. Ebben a modellben a
,,konklúzió" vagy ,,következtetés" szót tágabb értelemben használom, a mo­
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Ábra 3.
Ábnízoljuk a konklúziókat úgy, mint két párhuzamos hierarchiát - a
modellező konklúzióit és a felhasználó konklúzióit. Mindkettőnek legalsó szint­
jén töredékes hipotézisek foglalnak helyet, amelyek az egyik változót a másik­
hoz kapcsolják. A második szint szerkezeti konklúziókból áll - olyanokból,
amelyek a rendszer viselkedését a visszacsatolási struktúrákhoz és ez utóbbiak
idő jellemzőihez kapcsolják.2 A legfelsőbb szintet operatív következtetések
alkotják, olyan következtetések, amelyek a modell szerkezetés a való világ
szerkezetéhez kapcsolják, és a rendszerről alkotott intuíciónkat irányító szer­
kezeti őstípusokká válnak.
A modellezés első gondja, amellyel idáig kacérkodtunk az, hogyan lehet meg­
építeni és megfelelően tolmácsolni a helyénvaló modellt. Feltételezve, hogy
ez sikerült, és a modellből potenciálisan értékes következtetéseket vontak le,
új gond merül fel: hogyan lehet a következtetéseket alkalmazni. A modellezés­
nek nincs gyakorlati jelentősége, hacsak a [elhasználá részéről nem vezet az
o perat.ív következtetések tökéletesítéséhez. A modellező következtetései tel­
jesen haszontalanok, hacsak nem jutnak el operatív következtetések formájá­
ban 11, felhasználóhoz.
Operativitúsát í.ek intve a következtetések minden egyes szintje az eggyel
alatta levő szinten nyugszik, és a fölötte levő szintből nyer kohéziót. A szer­
kezeti következtetések értelmetlenek, ha nem értik meg a feltételezett kap­
csolatokat, amelyeken alapulnak, és üresek, hacsak nem érnek operatív követ­
koztetésekké. l~gy okozati kapcsolatokat ábrázoló huroknak nincs létjogosult­
sága, hacsak az a személy, aki vizsgálja, meg nem érti a hurok minden egyes
~ A más modol l-Lípusok által levont másodlagos következtetések nagyon különböznek
azoktól, amelyeket a rendszer-dinamika művelői vonnak le. Vlósztnű, hogy 11 Iincavis
progrurnozók a viselkedést 11 lcorlritozó feltételek által leírt halmazzal hozzák összefüg­
gésbo, vagy azzal, hogyan hat egymásra a célfüggvény és az aktivitások halmaza. Az
ökonomóterek viszont inkább azzal magyarázzák majd a viselkedést, hogy a közgazda­
sági elméletben t.alülhacó kulcs-kapcsolatok természetét vizsgálják.
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láncszemének való-világi jelentőségét. Ha a szerkezeti megértésnek nem sikerül
operatívvá válnia, nem tudja megszerezni azt a kohéziót, amit csak az elmélet
és gyakorlat egyesítése adhat. Ugyanígy, az operatív következtetések a szer­
kezet megértése nélkül pusztán ,,fekete dobozos" intuíciók maradnak.
A modellező rendszerint az előző modellezés tapasztalataiból származó
operatív és szerkezeti következtetések maradékával kezd neki az új modellnek.
Ezek a maradékok segítik a modell hipotézisei szintaxisának összegyűjtésében.
]\fajd a feltételezések szintaxisát formalizálja, hogy új szerkezeti és operatív
következtetéseket vonjon le. Nehézségek rendszerint akkor támadnak a model­
lező számára, ha a hierarchia egy alsóbb szintje túlnő a fölötte levő szinten.
Legtöbbször a hipotézisek az egymással összefüggő változók hatalmas guban­
cává válnak, mielőtt a szerkezeti következtetések odáig fejlődnének, bogy
megadják a szintaxis kohéziót - innét származik a krónikus ,,óriás modell"
probléma.
Azok a nehézségek, amelyek a modellezőt sújtják a következtetések hierar­
chiáján felfelé haladás közben, egészen jelentéktelenek azokhoz képest, ame­
lyek a felhasználót vagy bárki mást sújtanak. A modellező fokozatosan kiépíti
következtetéseinek vázát modellezési tudásának magja köré. Koncepció-alko­
tás és modellszerkesztés közben minden egyes szintaktikus hipotézisét fon­
tolóra veszi. Szerkezeti következtetéseit folyamatosan vonja le, és a modell
hipotéziseinek közvetlen ismeretére építi.
A felhasználó, ezzel szemben, fejest ugrik az egészbe. Még ha van is valami­
féle elképzelése a modellezésről, valószínűleg nem esik egybe a modellezőével.
Így azután egy csomó dolgot, amit a modellező magától értetőd6nek tart, a
Felhasználó nem is vesz észre. Ritkán áll rendelkezésére a szükséges idő, hogy
befogadja a szintaxis szint következtetéseit, mielőtt a modellező elárasztaná
az okozati kapcsolatok diagramjának részleteivel és elkezdené magyarázni
szerkezeti-viselkedési kapcsolatait. Ha megpróbál hátrálni egy kicsit, hogy
szemügyre vegye a modell hipotéziseit - ami az adott pillanatban a legtermé­
szetesebb reakciója lenne - a modellező valószínűleg azzal a megjegyzéssel
vágja el a további érdeklődését, hogy a szerkezet határozza meg a viselkedést.
Végül a felhasználó abbahagyja a kérdezősködést.
Ed Roberts és más szerzők (Roberts 1972) ajánlottak megoldásokat arra,
hogyan lehet elkerülni az efféle buktatókat. A legtöbb javasolt stratégia arra
összpontosítja a figyelmet, hogy: l. vonják be a felhasználót a koncepció ki­
dolgozásába, 2. legyen szorosabb és gyakoribb a modellező és a felhasználó
kapcsolata a modellezési folyamat alatt mindvégig, 8. kezdjék egészen egy­
szerűen, 4. és vegyék be a felhasználó hipotéziseit a modell szerkezetébe. Álta­
lában, az ilyen eljárások megoldják, hogy mind a modellező, mind a felhasz­
náló következtetés-szerkezetei szinkronban fejlődhessenek a modellezés min­
den egyes fázisában.
Egy másik stratégia szerint, amely jobban illik az olyan szituációhoz,
amelyben nem lehetséges szoros kapcsolat a felhasználóval (különösen akkor,
ha a felhasználó maga a nagy nyilvánosság), a modellből levezetett strukturá­
lis és működési következtetéseket teljesen át kell alakítani verbális formába,
és azután hagyni kell, hogy most már a gondolati modellek szabályai szerint,
ez utóbbi versenyezni kezdjen más gondolati modellekkel. (Ld. pl. Randers
1976; Budeik 1975. D. H. Meadows is ezt a stratégiát tekintette alkalmazható­
nak ,,A növekedés határai" című munkájában.) Szerencsés esetben ennek a
stratégiának a végterméke egy tanulmány, mint például Garret Hardin ,,A nép
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tragédiája." vagy Malthus demográfiai tanulmánya: érthető magyarázat arról,
hogyan működik a hipotetikus rendszer, mennyiben hasonlít a való világra, és
milyen tényezők befolyásolják a rendszer viselkedését.
*
Mindezidáig úgy tettünk, mintha a következtetések hierarchiája nem lenne
más, mint semleges, színtelen információ-darabkák felvonulása, amire az
emberek érzelmek nélkül reagálnak. Ha ez lenne a helyzet, a modell adminiszt­
rálása tisztán technikai kérdés lenne. Valójában azonban a rendszer-dinamikai
tanulmányok ritkán vezetnek semleges következtetésekhez. Mint egy korábbi
dolgozat már kimutatta (D. H. Meadoios 1976), ez a modelltípus hajlamossá
tesz bennünket veszélyes, tekintélyromboló, radikális következtetésekre.
Hajlunk rá, hogy megmondjuk az embereknek, korábbi tet.teik vagy teljesen
hatástalanok voltak, vagy éppenséggel súlyosbították a helyzetet. Gyakran
raµ;aszkodunk hozzá, hogy drasztikus cselekvés nélkül (azaz, strukturális
változás nélkül) nem érhető el, hogy a rendszer a kívánt módon viselkedjék.
Az ilyen viselkedés könnyen vált ki érzelmi reakciókat.
Az, hogy következtetéseink ritkán semlegesek, még egy terhet ró a követ­
keztetés-átadó folyamatra. Ez a teher csökkenne, ha a modellező kutatás meg­
kezdése előtt a modellező és a felhasználó őszinte vitát folytatna a veszélyről.
A modellezőnek meg kellene győződnie arról, hogy a felhasználó megérti a
rendszer-dinamika sajátosságait, és saját fogalmi rendszerét hajlandó kitenni
nagyobb koncepcionális megrázkódtatásoknak. Ha a legkisebb kétség is fel­
merül, hogy a felhasználó nincs felkészülve ilyen fajta modellezői következte­
tések befogadására, a modellezőnek új felhasználó után kell néznia, vagy a
felhasználónak kell új modellezőt keresnie. Ezután a modellezőnek le kell száll­
nia a magas lóról, és óvakodnia kell a Modellező Utópia Problémamegoldójának
pózától. Nem szabad feltételeznie, hogy modelljét el fogják fogadni. Ha arra
törekszik, hogy saját modelljét alkalmazva lássa, valóságos emberekkel, való­
ságos intézményekkel és valóságos tehetetlenséggel kell foglalkoznia. Nem
szabad elfelejtenie, hogy neki könnyű és biztonságos változást javasolnia, a
felhasználók számára azonban nehéz és kockázatos dolog lesz végrehajtani a
változást - röviden, hogy a felhasználónak rendszerint alapos oka van rá,
hogy szembeszálljon a modell következtetéseivel.
(Beérkezett: 1976. november 25.)
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MANAGERI,AL SKETCHES OF THE STEPS OF MODELING
Observations of modeling efforts suggest that in any models fail for managerial rousons,
This paper is based on the hypothesis that l. manaaorie.l failures occur because various
facets of the modeling p1·ocess are inherenbly hard to rnunago, and 2. that deliberate
management can reduce or olirninato many common problems. Tho hypothesis is pursued
by breaking the modeling procedure into a series of steps, sketching what typically
does but should not happen al; each of them, and putting fort.h some thoughts about
what can be doae to avoid the norrnul pitfalls. Purt.icular actention is paid to mundane
variables such as time allocatlons arul finances and 1-,0 a.tt it.udes und ernot.ional consider­
ations. In general, when a modeling study is not , Ioliberutoly managed, Lho construction
phase preempts the bulk of timo and resources to the <lctrirne1Lt o[ planning, concept.ualiz­
ation, testing, documentation, and client-modeler int raot ion. This phenomenon appears
to be caused, in parü, by an ovor-omphuais on tho ,,hu.nlor", morc technical work or con­
struction by difficulty justifying work that; produces no direct. tangiblo product and
by mental resistance to testing.
3AME4AI-lv!E OTH0Cv!TEJlbI-10 OPrAHM3ALLvlvl PA60Tbl no M0,I1EJlvtP0BAHMIO
Haűruonenna, l(3C310UlHeC5l paőorsr no MO/(CJlHflOíl<IIIHIO norcaaunaior, '!TO MHOl'HC MO/,eJJH
01(83bfBaIOTC,'1 6e3pe3y11bTaTHblMH B CHJJY opra_l·IH331.\H0Hllb1X llJ)H'IHI-I. ,[(at-11-1351 pafíora !ICXO/~HT
H3 npennocurncu Toro, '!TO, so-nepesrx, opraunaauaounuc IICJWCTélTl(II crrn3al-lhl C TCM -rro 0111!
conyTC'rBYIOT CaMOMY npoucccy MO/.lCm1posa1-1H5l H IIMII TJ)YAl-10 ynpaunnrs H, BO-BTOJ)blX,
rinarcnsuast opraunaaunst MO}l(CT npHUCCTH !( COl(IJ<llllCl-11-110 M, /(il)HC, I( IICl(OflCIICIIHIO l-li:IHUOJICC
l!aCTO B031-!Hl(a!OUlHX npoönea. 8 nOJ)5lAJ(C í10/.(1'0Cp)1(/(CHH5l ::rroii npcnnocumcu anrop nonpaa­
)i:CJl51CT lll)OLlCCC MO~(eJJHpooa,-11-151 Ha l\CJJblh pn;, ruarou, ll xoropux y1W3bllliJCTC5l, l!TO -rarue
BCCf'O c11yt1aCTCH, XOT5l H 1-1e A0JJ)l(ll0 c11y•1aTbC51, npn coocp111CHJIM J(<l)l(}lOro urara H IIJ)H00/(111'
nercoropsre COOH coo6paH(CHH51 OTHOCHTCJlbHO Toro, l(éll(MM o6pa30M MO)l(HO H36CraTb :-)TII
npC115l)i:CTBH5]. Oco6oe BHHMa111-1e OH Y/.\CJ151CT )Wl·IC)l(ilblM 0011pocaM, p;_1cnpC/\CJICHH!O opCMCIIM fl
pacxonaw, a TatOHC qiopMaM nOBC)~CIHl51 H 8M0UHOH,Ulblll,[/VI CB51351M. 8006111c, MO)l(J-10 CIGl3r1Th,
l!TO ecnu paöora 110 M0/.1e;rnpo8aHMIO HC 6y).\CT /.\OCTaT(JllllO l'U[aTCJJbllO 110)\l'OT(lflJlCHa, TO na CaM
npouecc cocranneuan 6yACT o6paUlC1·13 60JlbUJa5l 'lélCTb B[lCMCIIII H J(CIICI' 0 yuicpö nnauupona­
HHIO, ra3pa60TKH l(OHUC!ll~HH, ce npoueprcu, ).\Ol(YMCHTMpOB,ll·IM,I II CaMOi-í CB513H ll0TpC6HTCJICM H
COCTiJBHTeJ1eM MO)i:CJlH. Qt1CB~1;,110, l!TO 31'0 51BJJCIHIC, OT•JaCTM, C0513éi110 C TCM, l[TÜ O 60JlblllCií MCJ)C
í10A'iCpl{HOaeTC5l 60JJCC l•)l(CC1'1(a51», crcopee TCXIHl'ICCl(afl cropoua pa60Tbl H '!TO y'l'BC!))l(/UIIOTC5l
Tal(HC paöoru, l(OTOJ)b!C I-IC naior 11cnocpe)i:CTBCI-IJ-lblX, peam13yCMl,IX pC:JyJll,TaTOll H 'ITO Y)f(C H 0
MblCJJ5lX npOTCC'l'YIOT nponm npoocp,rn.
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Rózsx, P.: Lineáris algebra és alkalma- 
záeai. Budapest, 1976.* Műszaki Könyv­
kiadó. 685 p.
IIBEKÓ, B.: Lineáris algebra. Budapest,
1976. Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó.
skzl p.
A lineáris algebra minden bizonnyal
olyan területe a matematikának, amelynek
a jelentőségét nem kell reklámozni. Ezt
a t.udományágat, mely a szemléletünkhöz
aunvira közelálló módon tükrözi a való­
Aág<;I,, szakemberek százai ismerik és alkal­
rna.zzó.k a műszaki és gazdasági élet, vala­
mint. SS természettudományok legkülön­
bözőbb területein. A lineáris algebra szak­
i .· o xSl.v ma közismerten óriási, és az érdeklő­
dők számos kiváló kézikönvv közül válo­
gathattak eddig is, elegendő például F.
u n (Iomtmacher, E. Bodewig, G. Hadley 
vagy J n Z11.,hrmühl könyvére utalnunk.
A n,agyar nyelvű matematikai sza.kiro­
dalon, azonban a legutóbbi időkig nem
rn11L11LhatoU fol olyan kézikönyvet, amely
a, l i noúris algebra elemeiből kiindulva., el­
vezet unnak legkorszerűbb eredményeihez,
s ugvant1kkor az allral mnzrisok szölc-s skálá­
jával is n1f1gisrnertei,i az ol vasóü. Az aláb­
biakbun ismoruot.ct.L köt mű ,,,,1, '" hiányt
pótolja.
· Hózsa. Tál ,,Lincúris n l g Zyb· jS ó s Cl k Cl - 
m Czá s Ci 7 Zjm í· b könyve hú.rorn n ·• s k.rRo• i .bb.g o - 
lórl ik: tJ.z olső n lineáris algnlm:1 clmélet.énr-k
C kifejtósét t í9 rRt un l m ü z z C (1-4. fojezet.), C 
rnáaod ikat s p ZZi r inl i s niáLrixolmi',lct,i problé­
mák ismortot.ésónolr szenteli inS sznn6
(5-7. fc,icz,·LI, u . li Cn m v li k részben l,,;,lál­
hatók ,_~ különfólo alka.lmazások, valamint;
ü numorikus módszerek (8-- 11. frjcze-t.).
Az egyes fejezotek r1 kövotkoz6 téma­
köröket fog'lalják magukban.
Az 1. fejezet, (,árgyalj,1. a komplex elemű
má.trixo k és vektorok ör,telrnezését, a
mé.trixma.tema.tika műveleteie, a diád , a.
rang és az inverz mátrix fogalmát, a spe-
* Az l. kiadás 1974-ben jelent meg.
ciális tulajdonságú mátrixokat, foglal­
kozik továbbá a diádikus felbontásnak és
a lineáris egyenletrendszerek megoldásá­
nak alapelveivel. A 2. fejezetben leírja a
véges dimenziós euklideszi terek fogalmát,
a bázisokat, bilineáris és kvadratikus
alakokat, a lineáris transzformációkat.
Foglalkozik a sajátértékfeladattal, az egy­
szerű struktúrájú (azaz hasonlósági transz­
formációval diagonizálható) mátrixokkal,
továbbá az unitér és normál t.ranszfor­
mációkkal, az önadjungált transzformációk
sajátértékeinek széls6értéktulajdonságai­
val. A 8. fejezet tárgya az egyszerü struk­
túrájú mátrixok spektrál-előállítása, a
Cayley-Hanúlton-tétel, a minimál-poli­
nom és az egyszerü struktúrájú n1átrixok
hatványsorai. A 4. fejezetben rátér a nem
egyszerű struktúrájú mátrixok hatvány­
soraira, tárgyalja a .Jordan-alakot és az
elemi osztók elméletét.
Az 5. fejezetben a hipermátrixokkal
kapcsolatos problémákkal, a 6.-ban az
AX - XB = 0 és AX ~ XB = F alakú
mátrixegyenletek megoldásával, a 7 .-ben
az A u }.B alakú rnátrixseregekre, vala­
mint az általánosított sajátértékfola.dato­
t.olua VOJ13,tkozó eredményeklrnl foglal­
koztk.
A 8. fojezei,bf1n. tárgyalja a lineáris
a]g()b!',t alkalmazását r ~ differenciálegyen­
letek olrnéletéb0rt, vizsgálja. fl, közönséges
elsőrnndü lineáris, vu,larnint a másodrendű
lineáris, va.lo.rnint a másodrend(í. lineáris,
konst8.ns együUhatós, továbbá n-rendü
állandó együtt.hatás lineáris clifferenciál­
Dgyenlcteket, a differenciaogyenleteket,
ezek allrn,lmazását, a parciális diffcrenciál­
,,,.g:vonl<.itek megoldásárn. Ismerteti a Lja- 
punov-féle stabilitás elmélet alapjait. A 9.
fejezet a n.emnega.t,ív elemíí mátrixok el­
métetével, ,1 F'i-obeni·u,s és Perron t;étellel,
a szLocha.szt,ikus rnátrixokkal, a Markov 
láncokkal, határva.lószínCíségekkel és az
ergodfoit,ássuJ foglr1lkozik. A 10. fejezetben
áttekinti a, lineáris programozást, a 11.-ben
foglalkozik a lineáris egyenletrendszerek
7 Ez i g m C vt kkgbR1 
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és eajátérték-feladatok közelítő megoldá­
sával.
A könvv érdemeinek méltatása előtt
célszerű vázlatosan áttekinteni Krekó Béla 
,,Lineáris algebrá"-jának tartalmi felépí­
tését, mert ennek alapján össze lehet hason­
lítani a két munka tárgyalásmóclját. Ez a
könyv 14 fejezetre tagolódik.
Az l. fejezet foglalkozik a valós elemű
mátrixok és vektorok értelmezésével, a
speciális mátrixokkal (szimmetrikus és
ortogonális, továbbá normális mátrixok­
kal, projektorokkal stb.), a gráfelméleti
alkalmazásokkal. A 1n fejezet tárgyaljn, a
lineáris terek fogalmát, a lineáris független­
séget, n, bázisokat, a mátrixok rungját., az
elemi bázistranszformációt. A f n fejezet
rátér a lineáris egyenletrendszerek meg­
oldásának alapelveire, az inverz mátrix
fogalmára, az inverz szorzatulakjéra, a
hasonlósági transzformációra. A 4. fejezet
a közgazdesági alkalmazásokat tár-gy,i,lja,
például a költségelemzés, a torrnclós prog­
ramozás, az ágazati kapcsolatok mérlege
területén.
. Az 5. fejezet tárgyt1,lja n, mátrixok rung­
jának csökkenését hatványozás osotón,
to,·ábbá a nilpotons mátrixok Joi·dún-féle
normúlalakját. A ö. fejezet az euklideszi
tér- Iogalmával , konvex halmuzoklcal, poli­
édorikua halmazokkal, szopuré.ló hipor­
síkokkal, továbbá fl legkisebb négyzetek
módszerével ós a Moore-Penrosa-fölo 
általánosított inverz mátrix fogalmával
fogtulkozik. A 7. fejezet a liuoáris ogyon­
Iőblonség-rcndszerck megoldási hulmuzának
legfontosabb tulajdonságait, az extrorná.lis
irányokat és pontokat tárgyalja, továbbá
ismerteti a teljes leírás módszerét és 11
szimplex módszert. A 8. fejezet a hilineáris
és kvadratikus alakokkal, a Sylvester-föle 
tétellel, C 9. fejezet a komplex euklideszi
térrel foglalkozik. A 10. fejezet bernuí.atju
a lineáris transzformáció sajátérbékoin, az
invariáns alterckot, a Jordán-föle normál­
alakot és az általánosítotL eajátérbók fel­
adatot. A 11. fejezet tárgyalja a normális
transzformációk spektrálos előál litását, C 
nemuogut ív elemű mát.rixok legfontonto­
sabb tulajdonságait, a 12. fejezet pedig
a mé.trixsorozutok és hatványsorok kon­
vergenciáját, a rnétrixegyonlet.ekcu. A 13.
fejezet foglalkozik a numerikus mód­
szerekkel, a sajátérbék feladatok és lin.eár·is
egyenletrendszerek közelítő megoldásával
iteráció útján (J acobi és Gaus. -Iéle iterá­
ció, a konjugált gradiensek módszere
stb.). Végül a 14. fejezet tárgyalja a deter­
miné.nsokat , a kovariancia és korrolációs
mátrixokat, a faktoranalízis problémáit,
a speciális struktúrákhoz tu,rtozó elemek­
ből álló mátrixokat.
A két könyv felépítése és a tárgyalt
témák köre tehát némileg eltér egyrnástól.
Mind Rózsa Pál, mind pedig Krekó Béla 
könyvével kapcsolatban meg kell állapí­
tani, hogy a szerzők jól hasznosították az
egyetemi oktatás során szerzett sokéves
didaktikai tapasztalataikat. A könyvek
felépítése a nagy terjedelem ellenére vilá­
gos, jól áttekinthető, a megértést számos
numerikus példa, ábra és blokk-diagram
mozdítja elő. Mindkét könyvet haszonnal
forgathatják azok az olvasók is, akik norn
ronclolkeznek mélyebb matematikai elő­
ismeretekkel. A könyvek módszertani vala­
mint célkit.űzésből adódó sajátosságaival
kapcsolatban a következőket célszerű ki­
emelni.
l. aózsa Pál C fogalmak kiépítésébon
döntő mertekben támaszkodik a d0Lo1·­
minánselrnólctro így például adjungált
t1ldoterminánsok segítségével definiálja az
inverz mátrixot, és 1.i sajátértékfolad1ü
vizsgálatát is a detorminánsolmólet,re építi
- u minimálpolinom értelrnezóse +.>Rr 
adj Lmgált £1ldetc1·rnináns£1in,~k segítsógóvel,
Cciyley-Ha·milton-tótol bizonyítása stb. -
umi lényogóben mogfolol a klasszikus l;ár·­
gyalásmódru1k. l'.i;zzol s·1.ernbon Krekó Béla 
a detorminán.smenl;cs l',árgyalásmódot ró­
szosíti előnyben, és az A mátrix rni.nimál­
pol inon-1jál; úgy ór·t0lrnezi, 1nint uzt az
egységnyi főegyütthaLós, rninirrnilis fok­
szárni'.1 m or d polinomoL, umelyf'O m(A) = cn 
Ebhon C folópíl,ósbon C. st1játórtókek bbz 
m(A) = 0 egyenlet gyökei, é,; kirnutaLl11ü6,
hogy rninclon A1 sajátér:Lék esetén a J,,.E-A
máLrix szinguláris, tohál; létezik olyan x,
sajátvektor-, a.melyre Axb = Aixi. Terrnó­
smt son mind a kótfölo Lfiq.;yalásmódnuk
mogVfrnnak C. mag11 előny<-li, uz azonbn,n
nem lohot vitás, hogy lohotőség szerint
mind u kettővel ónlornos .mogisrnorkudni.
2. A mátrixok hatványsoruinak C vizs­
gt'í.latánál Rózsa Pál uz tdábbi rendkívül
elegáns uLtil; választotLa. >zjo A egyszerű.
struktúrájú, h0l.yottosíLt;Lik sN(A)-t, ti
Í; ckAk sor N-orlik rós:detösszegót RN(A)­
k-o 
val, sN(A)-nak az A minimálpolinomjár1.1,




alakb11 írható, ahol Ai, ... , A1 az A rnáLrix
különbiiző sajáLértókeil;, Lt, ... , L1 podig
ü suj,íLérLékokhez mint alappontokhoz
L11l'tozó Lngrango-fóle interpolációs alap­
polinomolrnt jelöli Lp(Ap) = l, L/J(Aq) = 0,
h11 p k7· q dn A konvergeneia ilym6don
tehát; numerikus sorok konvergenciájának
kórdéSÓl'O reduln'dódik. Lónyogébon annlóg
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eredmény adódik abban az esetben, amikor
A nem egyszerű strukt.úrájú; H,N(A) elő­
állítása ekkor természetesen bonyolultabb.
Kreko Béla könyvében a Jordan-féle 
normál-alakra való hivatkozással kapjuk
meg a választ a hatványsorok konvergen­
ciájának kérdésére ha J = s- 1AS jelöli
az A mátrix Jordan-féle normál-alakját,
akkor SN(A) = S· sN(J) · s- 1. A kon­
vergenciát végeredményben ezen az úton
is numerikus sorok konvergenciájára lehet
visszavezetni, ez a módszer azonban erő­
sebb eszközöket használ, mint az előző,
ti. a Jordan-féle normál-alakot és az S
transzformációs mátrixot.
a. Az Ax = b alakú, szabaságfokkal
rendelkező lineáris egyenletrendszer meg­
oldásával kapcsolatban mind a két könyv­
ben találunk olyan eljárást, amely az A
mátrix A = A1A2 alakú bázisfaktorizá­
cióján alapul (ez annyit jelent, hogy A1- 
nek az oszlopai, A2-nek pedig a somi
füs5getlenek). A bázisfaktorizáció eszköze
Rozsa Pálnál a diádikus felbontás, Kreko 
Bélánál pedig a bazistrameziormáció, Az
előbbi valamely adot.t A = A(0) mátrixvól
kiindulva, alkalmasan generált diádoknak
az aktuális má.trixból való levonásával jön
létre az eljárás r lépésben az A mátrixnak
r számú diád összegeként való előállítását
szolgáltatja, ahol r az A rangját jelöli.
SzArnításLeoh.n ilrnilag ezzel gyakorlatilag
egyenértékű a bázistranszformáció mód­
szere, melyet a szimplex-algoritrnussal
való kapcsolata révén közismertnek tekint­
hetiink. A búvistrunszformaeió alkalma­
záRtir-a Kreko Béla, könyvében további
póldákat is láthatunk: az inverz mátrix
azorzs.t-alakjának elöé.llítása, továbbá az
n-odrendű del;ormin.áns értolmezése egy
igon szellemes, bár a hagyományostól
nagyon eltérő módon stb.
4. Nagyrnérl;ékben eltér egymástól 11
kót könyv az alkalmazásokra bemutatott
péidák tekintetében, bár ez bizonyos vo­
natkozásban magától értetődő. Rózsa Pál 
könyvének a differenciálegyenletekkel kap­
osolutos al kalmazásokat tárgyaló 8. feje­
zetérö) kis túlzással azt lehetne mondani,
hogy ,,könyv a könyvben", és a nemnega­
tív elemű valamint, a sztochasztikus mát­
rixokró! is teljes képet kap az olvasó a
könyv 9. fejezetében. A 10. fejezet, amely
a lineáris prograrnozásról nyújt áttekin­
tést., elsősorban a tárgyalásrnód újszerű­
sége révén tarthat igényt az érdeklődésre.
Krekó Béla ,,Lineáris algebrá"-jában fi­
zik,ti és műszaki alkalmazásokat nem
találunk, és valamivel kisebb súllyal
szerepelnek a nemnegatív elemű mátrixok
is, mint Rózsa Pálnál. Krelcó Béla könyvé­
ben a hangsúly a közvetlen közgazdasági,
valamint az ezzel rokon alkalmazásokon
van - költségelemzés, ágazati kapcsolatok
mérlege, statisztikai alkalmazások stb. -,
s ez nem csupán azokra a fejezetekre és
alfejezetekre .nyornja rá a bélyegét, ame­
lyekben a szerző konkrét példákat mutat
be, hanem a könyvek olyan elméleti
részeire is, amelyek további gazdaság­
matematikai tanulmányok alapjául szol­
gálnak, mint például a konvex halmazok
tulajdonságaival és a szeparáló hipersíkok­
kal foglalkozó alfejezetek.
A példák felsorolását még lehetne foly­
tatni, annyit azonban mindenesetre le kell
szögezni, hogy a két könyv igen sok tekin­
tetben szerencsésen eg¢szíti ki egymást.
Gazdasági szakemberek számára termé­
szetesen elsősorban Kreko Béla ,,Lineáris
algebrá"-ját, műszaki és természettudo­
mányos érdeklődésű olvasók számára pedig
Rózsa Pál könyvét lehet ajánlani. Tekin­
tettel azonban arra, hogy a két munka
tartalma és tárgyalásmódja némileg eltér
egymástól, közgazdászok számára hasznos
lehet Krekó Béla könyve mellett Rózsa Pál 
munkáját is megismerni.
MIHÁLYFJ,'Y LÁSZLÓ
NIKAIDO, H.: Convex structures and econo- 
inic theory. New York-London, 1968. Aca­
demic Press. 405 p.
H. N'ilcaido neve nem ismeretlen a
magyar matematikus közgazdászok előtt.
A szerző korunk egyik legaktívabb, leg­
sokoldalúbb matematikus közgazdásza.
Figyelemre méltó eredményei vannak a
játékelmélet, az általános egyensúlyelrné­
let., a többszektoros növekedési modellek
stb. terűletén.
,,Convex Structures and Economic
Theory" e. könyvében egyedülálló dologra
vállalkozik. A matematikai közgazdaság­
tan háború utáni fejlődésére az a legjellem­
zőbb, hogy a figyelem - a klasszikus ana­
lízis eszközeinek alkalmazása helyett -
egyre inkább bizonyos modernebb eszkö­
zök, elsősorban a topológia néhány ága felé
fordult. A szerző a matern.atikai köz­
gazdaságtanban alkalmazott topológikus
módszerekbe és ezek szerteágazó alkalma­
zásaiba kíván alapos bevezetést nyújtani
- bízvást mondhatjuk - a legnagyobb
sikerrel. H. Nikaido művével azt kívánja
megmutatni, hogy a matematikai köz­
gazdaságtan modern ágai egységesen tár­
gyalhatók a véges dimenziós euklideszi
tér konvex halmazai segítségével. A mű
centrális fogalma a konvexitás matematikai 




A mű a bevezetésen kívül hét fejezetet
tartalmaz. Az első fejezet a konvex hal­
mazok és függvények matematikai elmé­
letét tartalmazza. Ezt a fejezetet mate­
matikusok is nagy haszonnal forgathatják.
Miután a szerző tárgyalta a konvex hal­
mazok legáltalánosabb algebrai és topo­
lógikus t.ulujdoneagait, két alapvető mate­
matikai eredményt vesz bonckés alá, a
szeparációs hipersíkok tételét és a Brouwer- 
féle fixpont tételt.
A könyvben több alternatív bizonyítást
találunk a szeparációs tételre. A tétel bir­
tokában a szerző végigveszi a, konvex
kónuszokról, lineáris egyenlőtlenségekről,
konvex poliéderckről szóló összes fontos
tételt. Igy pl. u könyvben tulálható a
Stiemke 'Pucker Farkas-Minkowsk-i-féle 
tételek,'J(re·in-Nl-ilman-tétel speciális eso­
t.e, mely szerint minden konvex kompakt
halmaz előállítható az oxtrnmál is pontjai­
nak konvex lineáris kombinációjaként.
N11gy figyelmet szentel 1.1, konvex függ­
vények elméletének. Tárgyalja pl. a klusx­
sz ikus anal ízisböl ismert tételeket, réRz­
lr-tcscn foglalkozik a föltételes szélsőér­
ték problémávul. Bobizonylt.ja a Kuhr; - 
1'iikker-félo nyeregpont tótclt.
A véges d inu-nziós oukl idoszi t.orok kon­
vex hulrnaza.iró l szóló tótclok közül a I •g­
fontosabb, lcgniélycbb a Broiiwer-fölo fix­
pont tétel, moiv azt, moudju ki, hogy egy
konvex kompakt halmuzun.k ü,unagába
való folytonos lekópozósónuk mindig vun
fixpon t.ja. A tételL az i rodulombau leg­
elterjedtebb úton: a (szimploxok rész­
szimplex - fclbont.isdru vouut.kozó) Sper- 
ner lemma sogít,st\-(<Ívd liizortyít,j,1. A t.c',1,,,1
ronr lk iv ül houvolulf és nohi'·z liizonyíL,í.s1í.L
pontosan, körültc-k intőcn v'·gzi ol . A 8J'/Jn- 
wer-Lóto1L küzvd,ll'niil alkrd11mzni a köz­
gnzdt,sági olmólotbon g_v:dcr-,m 11.0111 lohol..
Tárgyalja két általánosít,ás,í,1, a /,1tku/11n.,:- 
fóle fixpont Létclt, ,1.mcly11ok ,w. iit,üdik
fejezetben az l'gyensúly létozóH(11wk hizo­
riv ít.ásu.kor van ku losszert-pe. A /,u/wlrmi- 
téLol Iolhuszué.lásé.v»! liizonyítja n No11-
munn-Iólc fixpont L(·LolL.
A matemat.ika! orcd ruónyokot. Lart1Ll­
mazó fejezcLot a difforPnciálhaLó lt•kc\pcmí­
sekről szóló rész zárja. ,\!ilyen t.u lu.jdon­
ságokkal kPll ro1,clolkcznio a lcképzéH ,Jtdrn­
bi mátrixának, hogy a lnl«ípczé,; lok,ili,mn
egy-ogy ér·tol,nű legyen 1 A ~znku8z log­
fontosabb oreclrnényo az implicit, függv<,­
nyekr6I S1/,óló közis111ert Létol.
A künvv második fcjez!'(,o tL t,öbbsznkl,o­
ros li1w1í,:Ü; mo,it•llnkről szóló rész. i':l1lm11 a
szakaszban részlrtesr·n tárgyalja a J,eon- 
tief-fólo stat,ikus inp11t-ouLp11t rnoclolll,,
röviden isrnurt<•ti tUtnak egy clinamilrns
változatát, a lineáris prngrarnozást ös a
Neumann-féle növekedési modellt. A feje­
zet f6 matematikai eredménye a nem­
negatív elemű mátrixokra vonatkozó téte­
lek kifejtése, így a nemnegatív elemí.i mát­
rixok domináns sajátértékének tulajdon­
ságait vizsgáló Peron-Froben·ius-tételeké, 
továbbá jelentős teret szentel a primitív­
imprimitív, indekompozábilis mátrixok
vizsgálatának. Ezek a tételek széles alkal­
mazást találnak nemcsak a matematikai
közgazdaságtanban, hanem pl. a valószínü­
ségszámításban is. A fonti tételek kifejté­
sével párhuzamosan megfogalmazza és
vizsgálja a növekedés lineáris modelljeit.
A harmadik fejezetben az ogyensúlyi
növekedés problémáját vizsgálja meg nom
lineáris rendszerekben. A gazdaság növe­
kedését az x(t + l) = H[x(t)J össwfüg­
géssel ábázolja, ahol H egy homogéH
függvény. A fojozotben lényegileg az ol6ző
rószbon elért eredmények homogén, dt•
nom feltéLlenül lineÚ,ris rendszerekre v,.1,ló
últalánosítúsát találjuk. .Pl. a llrouwer- 
fólo fixpont tétel segíLségével tárgyalja a
Feron- Lr'roben-i.us-Lételnk nwgfelclő - pr•rn
lineáris - analóg LötelciL. Megfogall!lazza
a fonLi rondszorokro a primiLívség, im­
primit,ívség, irnlekornpozábi Ii Lás fogai m,'.Li,.
A fojewt problé1 nájn 11 row lszor visollrncl<•,;o
az időben. Mogvizsgálj1t, l,ogy milyen fol-
1,ótolok mol lett t,111·t u rncgoldáH ,;t1wioná­
ri us mogoldtl.shoz.
A nogyoclik fojuwLbcn 1.1, szerző két prnb­
ló111út, vizRg(d. Az Ol"őforrúsok ha1,ékoay
ti.l lokáci0j1'tmd< kél"!.lésót; és a gazdaság
haLólrnny 11éivekodósónf'k proi,l,\1n1íj,it. l•'.16-
Hzi\,· ,ULalit,i()fmn i,;n10rl,t·Li a (,<'1·111nléRi lolrn­
tfí:.«ígok lml111az,ínt vonal,lwzó logl"ontof\ttbi>
nu,,Lo,nal,ikni küY.t~it.z,ln.s/t.gi Lét,ololCl•L, 
11mjd ozokoL dinu,1niz,í.lv11,, \'Í1/,Hg1l,lja tt nüvt•­
lmdési p,íly,í,k l11.ii,lw11_ys1í,g,U,, v11,J,u11i11I, 1Lzf,,
!rogy rnilyn11 folLt',Lr•lok 11H'llot,t, lol11·t, a log­
gazrlnH.Ígo;.i,1,bbú Loi111 i P((_v l111,t/-ko11y niivo­
k,•, lési pi'dy,it·.. A 111:i.xi,ni'di,; "gyr,.rnúlyi
11,·,v<·kodös prnlll1í111,íjút, ÍH lwhaLóart olo,nzi.
A /úikntru1i-l{,l,, fixpont, t,t',t,,,I sogít,ségévol
lwliizo11yíi,ja, liog_v l{,t,ezik 111axi111{dis nüvP­
lwd<;Si iiLn111ot, IJizt.osít/i niiv1·kcHlt'·Hi pá.I_ a.
Ez a tóLol 1.1. l'crun 11'1'ulieniu1:1-Lót,olok
nu',1 y ,\,I Lu·l,ino,;ít,,í,s{u1uk (,nki II l,h<"l,fí. Ti'>iib
!,11n.,pilrn L,\i,olt, f"ou;tLli1mz rnng {1H l)izonyít,.
A kiiv0Lk11ző, iil.iid ik f<·jw.c·Lc•t, 1.L vorsony­
zlíi cgyonR1'1 ly RL,tt,ilwH 111odol lj<'-11ok szon­
Lt·l i. l'\<.;I, k1}··d{;fild;l'l1 vizHgiLI 1n<\g, n,z C1gye11- 
st'tly ltíLoz<,Hc',t, ,\; jiíltíLi kiiY,gtLZcla,;,ígi impli­
k1ícióil;. A n1odolllrnn k(,I, li,jt,a giLz(laRtigi
w1.01nély v,rn fogy11szt,ó ÓH tonnolő.
/\ t,01·1,11·1/ilcpl, ,w. nl6z<'S frj<'1/,l'l,h<·z lmflonlóan
1-i Lc,r-11101,\si lohotfü;(,gok halmtLziívu.1. áhrli­
zol_ju., a fogyasztók vi8ollwdéflét egy foly­
Lo11os prnfornnei11rnnrloz{·HB<d írja lo. l{ósz­
luLN1on vizRg6,ljn a ron,i<-zös L11lujdo11ságuit,.
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Adott ár mellett ismert a fogyasztók keres­
lete és a termelők kínálata. A piac álla­
potát a kereslet és kínálat különbségével
az ún. túlkereslet-leképezéssel írja le.
Bebizonyítja, hogy létezik olyan árrend­
szer, ahol a kereslet összhangba kerül a
kínálattal, megvalósul az egyensúly. Az 
egyensúly létezésének bizonvítását három
modellben végzi el. •
. , ~ _fejez~t má~odik részében az egyensúly
jólét.i tulajdonságaival foglalkozik a szerző.
Bebizonyítja, miszerint minden versenyzői
egyensúly Pareto-i értelemben optimális
erőforrás allokáció és minden Pareto-i 
értelemben optimális erőforrás allkoáció
egyúttal egyensúlyi megoldás lehet - fel- 
téve, ha a jövedelmeket megfelelő módon
átcsoporLosítjuk. A szerző nagy figyelmet
szentel az egyensúly egy játékelméleti át­
fogu.lmazásármk, a gazdaság ,,magjának"
(corn). A gazdaság magja az Edgeworth- 
föl,· szerződési görbe általánosítása. Be­
bizonyít.ja, hogy ha a gavdasági személyek
szarna minden hataron túl nő, a ,,rnacr"
Lar·L az egyensúlyi allokációk halrnazáhgz_
A haLodik fejezetben a szabadversonyes
g,_1,zdaság egyes dinamikus tulajdonságait
vrzsi:i:{tlJ>.L. A fojczct fű problémája, hogy a
lrnn•Rlvt,-kínálat; törvénye biztosítja-e nzt,
l_wg_v a gazdaság egyensúlyi állapotba jut
cs így (lésd előző szulcasz) I'arcto-i értelem­
lw11 opt.imé.lis állapot;ot vesz fel. A kereslet­
kím'tlat Lörvényét., ti szalmd piac mozgását
a 7i = /[z(p)] differcncié.l cgvenletrend­
H,,oJTuJ ábrázoljii, 11h01 / 11z árv{;ltozás, z(p) 
>1, Lúlkoreslot fiiggvény. Megfogalmazza a
gloh,'.cl1s hclyottostthotösóg (gross substitu­
t.i bi liLy) fogalmát. Bebizonyítja, hogy
umonnyibon minden áru globálisan helyet­
Lm;íl,lrnt,ő, akkor az egyensúly globálisan
RLt1,bil, a korec;let-kínálat törvénve a
g,izd,tsAgoL rni.ndig ogycnsúlyi állapotba
LorPli.
Kidön fölhívjuk a figyelmet a könyv
11Lolsó fejezetére. Az utolsó fejezet az iro­
d1dornban <'gyedülá!Jó. A fejezet problé­
máju. 11 következő: Milyen fcltótclek rnel­
loLL ksz egy függvény az értelmezési tarto­
,nánya felett r1lobális11,n egy-egy értelmű ·1 
Több ulternaüív feltevés mellett sikerül
a problémát kiológít.öen megoldani. A téte­
leket több közgazdasági kérdés megoldá­
sán, hasznúlja fel. Pl.: 11z egyensúly egy­
ért-.oloníísógc, tényczőár kiogyonlítödés stb.
N,;ka;do könyve az utóbbi idők egyik
l ogsikerült.eb b rnatematilrni-közg11zdasági
monográfiája. Világos sLílus11 11 szerző
nagy clidnkt;ikai érzéke biztosíték arra
hog\, bárki sikerrel forg11thatj11 - 11 meg'.
fol.elő alapok bitrokáb11n. Ám ne higgye
senki, hogy H. Nikaido műve könnyű
olvasmány. [gen elmélyült türelmes mun-
kát kíván. A mű kitűnő tankönyv és kitűnő
kézikönyv. Sikerrel forgathatják mind köz­
gazdászok, mind matematikusok.
MEDVEGYEV PÉTER
DUNCAN, 0. D.: Introduction to structural 
equation models, (Bevezetés a strukturális
egyenletek modelljeibe.) New York, 1975 .
Academic Press. 180 p.
A szerző, aki kmábbi munkáiban város­
szociológiai és regionális problémákkal, a
társadalmi mobilitással stb. foglalkozott,
az elmúlt években a társadalmi folyamatok
ökonometriai jellegű modellezésének út­
törőjévé vált. Először az amerikai társa­
dalmi mobilitást elemezte az útelernzés
módszerével, majd kiterjesztette ezt a
technikát és a többi ökonometriai becslési
módszert más társadalmi folyamatok vizs­
gálatára. Ebben a könyvllen összefoglalja
ezeknek a technikálmak módszertani alap­
elveit a szociológiai alkalmazások területén.
Ezek az alapelvek sok vonatkozásban meg­
egyeznek az ökonometriai kutatások szo­
kásos elveivel, de - a speciális alkalrna­
zási terület és a szerző saját elgondolásai
miatt - ki.Uönböznek is azoktól.
Ilyen eltérés mutatkozik a strukturális
egyenlet fogalmánál is. Duncan szerint
val11mely társad11lmi foly11mat modelljének
strukturális formája az a megfogalrna7,ás,
arnelyben az egyi.ittl111tók a tényleges ható­
tényezők hatását tisztán, 11utonóman, ke­
veredés nélkül fejezik ki. Másszóval a
modell olyan speoifikáoiójára gondol,
11molybon a valóságos okozati kapcsolatok
egyértelműen kifejezésre jutnak. Tehát a
modell felépítésénél - ellentétben s sok­
változós elemzési technikákkal 11milmr
hajlamosak vagyunk mindent ' változót
egymással korrelációban lévőnek tekin­
teni., - egy nagyon határozoU11n meg­
fogalnmzo_tt elméletből kell kiindulni, amely
megrnondJa, hogy mil.yen okozati össze­
függések nem fordulhatn11k elő a vált,ozók
kö_zött (ez még fontosabb, Duncan szerint,
mmt annak megállapítása, hogy milyenek
ford,ulhaLnak elő). Ha nem megfelelő
elmeleL1 11lapon áll a modell, akkor elő,
fordulhat, hogy a különböző tényleges
okok hatása összekeveredve jelentkezik
a megbecsült együtthatókban.
Néhány évvel ezelőtt elsősorban út­
modelleket használtak a szociológiáb11n.
Az ilyen modellben szereplő útegyütthéLtók
lényegében stand ar·d izál t regressziós együtt­
hatók. Vagyis az útmodellek számításánál
az 
y = byxX + u 
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típusú egyenleteket standard alakra hoz­
zák olyan módon, hogy az y, x és u vál­
tozókat saját szórásuk egységeiben fejezik
ki és bevezetik a szórások hánvudosait
a következő módon: "
__JI_ = byx ax . ~ + du . __:!____ 
ay ay ax ay du 
Ebből kapják meg az útegyütthatókat,
amelyeknek alkalmazását Sewall ·wright, 
H strukturális egyenletekből ál1ó modellek
felépítésének úttörője, javasolta évtize­
dekkel ezelőtt:
ax 





Az útogyütthatók egyben kifcjez.ik a
hozzájuk tartoz változóknak hozzájáru­
lását a függő változó varianciájának meg­
magyarézáaé.hoz, mert:
Ptx + Piu= l
ahol Ptx az x változó által mcgmugyara­
zott rész és Piu a mogmagyarázaUan rész.
Az útmoclolJek termószeteson nemcsak
egyetlen egyenletből, hanem több - leg­
többször rokurzív - egyenletből állnak
és az egyes egyenletekben több magyarázó
változó szerepel. Az útmodelloket f1Z út­
ábra alakjában szokták szomléltotni, uz
ábrán a változókat összekötő nyiluk feje­
zik ki az okozati kapcsolatok irányút ós a
nyilak mellé irt útegyütthatók fejezik ki
a kapcsolatok fontosságát.
Egy tipikus négyváltozós haromegyon­
letr-s útmodell például az alábbi:
0
X3 = P:12X2 + p31X1 + P3vXv 
X4 = p43X3 + p42X2 + P4tX1Xw
Ezt a következő útábráva) lehet ábrázolni:
Ebben a modellben tehát feltételezzük,
hogy az X jelzésű okozati kapcsolatok fenn­




x, X2 x, x~
Xi 0 0 0
X2 X 0 0
X3 X X 0
X4 X X X 
Az útegyütthatók és a változók közötti
korrelációs együtthatók (9) közötti össze­
függéseket az alábbi egyenletek fejezik ki:
l'12 = P21
Iha = Pai + P321/12
fin = PJ1 l:.>12 + Pa2
Üt4 = Pu + Pd2Ü12 + p43fl1a
1/2, = Pnf/12 + Pd2 + P,2fl2a
fla4 = Jl41fl1a + A2fl23 + Pda
Ezoknok az cgyenleteknok segítségével
- a korrelúciós együtthatók kiszárn[tása
után - moghutéa'ozhutj uk az útcgyütL­
hatóko.t.
Ezok az cgyonlotek ugyanakkor ki­
fejezik f1 változók közötti hatá: ok össze­
tételét. Például az x, változó hatása az x, 
változóra összotcvődik egyrészt a közvot­
len hatásból (p11), másrész t az x2 változón
keresztül megnyilvánuló hatásból (p42f)12),
végül az x,, vűl tozón kereszuüli hutáeból
(p4:3(.),3)-
Az útmodollok bomututáau után Duncan 
- lüthutóun szombefordulvu eaját korábbi
Icututüsi gyakodatával is - t,zt mondja,
hogy előnyös lenne, ha a kututók felhagy­
nának azzal o. gyukorlut.tal , hogy a vált.o­
zóikat etundardizélt alakban fejezik ki,
és eholyet.t m: ökonomctriábun szokásos
strukturülis egyonletrcndszerolcet alkal­
maznák, amelyekben az együtthatók a
közönsógea regressziós együttható típusúak.
A továbbiakban ilyen modellekkel foglal­
kozik.
Ezzel kapcsolatban kitér arra a problé­
mára, hogy a kapott többszörös kor'relációs
ogyüt.thutókut, illetve azok négyzetét ho­
gyau koli értelmezni. Ez azért lényeges
problému, mert az eddig megbecsült ilyen
szociológiai modellekben az R2 értéke
többnyire moglehoLősen kicsi volt. Duncan
szerint az ni az együttható-becslések pon-
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tosságáról mond valamit, de ezen túl­
menően hiba lenne az értékéb61 messzebb­
men6 következtetéseket levonni. Tehát
egy magas R2 érték nem mutatója a modell
jóságának, alacsony értéke pedig nem
mutatója a modell sikertelenségének, f6-
képpen nem jelzi azt, hogy a vizsgált
jelenség a modellben figyelembe nem vett
tényez6kt61 igen er6sen függ. Duncan
érvelése ebben a kérdésben azonban sze­
rintem nem dönti el az ekörül folvó széles-
körű vitát. "
A továbbiakban áttér a nem-rekurzív
típusú modellek becslésére, vagyis arra
az esetre, amikor a változók közötti össze­
függések matrixa nem hozható a fonti
háromszögű alakra. A szociológiában egye­
lőre kevés ilyen modellt becsültek.
Foglalkozik az identifikáció kérdéseivel,
.a nem-teljesen identifikált és túlidentifikált
egyenletek becslésével. Az el6bbi esetben
további exogén változók hozzáadásával
lehet kiutat találni, ennek azonban csak
akkor van értelme, ha az új exogén vál­
tozók valóban hatótényezők. Túlidentifi-
káltság esetén többféle m.egoldás lehet­
séges, például a kérdéses változó helyére
a rá ható változókból (pl. faktoranalízissel)
konstruált új változót lehet a modellbe
felvenni.
Ez az utóbbi eset logikailag hasonló
ahhoz, amikor a valóban vizsgálni kívánt
változót nem tudjuk mérni, hanem helyette
annak egy vagy több indikátorát építjük
be a modellbe. Mivel ezek az indikátorok
nern pontosan fejezik ki a vizsgálni kívánt
változót, vagy annak a jelenségnek csak
egy-egy oldalát, megnyilvánulását mérik,
az előbbiekhez hasonlóan felmerül egv
változó konstruálása az indikátorokból.
Végül foglalkozik a könyv a specifikációs
és a mérési hibák kérdéseivel.
Valószínűnek látszik, hogy a szociológiai
modellek felépítésének és becslésének leg­
sokatígérőbb útja az, amelyet Duncan
képvisel ebben a munkában. Mivel ennek
a módszernek ez az első ilyen összefogla­
lása, a könyv különös figyelmet érdemel.
ANDORKA RUDOLF
TUDOMÁNYOS ÉLET 
15 éves a Magyar K.özgazdasági Társaság 
Matematikai Közgazdasági Szakosztálya 
Átlagosan havonta egy társadalmi rendezvénnyel számolva is könnyen belátható­
összefoglalónk csak jellegében kísérli meg áttekinteni a Szakorsztály 15 éves tevékeny,
ségét és további terveit.
15 évi folyamatos munka, közel 300 fős létszám, sok fiatal a szakosztály-tagság sorai­
ban, saját folyóirat, rendszeres kapcsolat és együttműködés más szervezetekkel, szak­
osztályokkal, mindmegannyi jellemző tulajdonságai a matematikus-közgazdászok
szervezett társadalmi kollektívájának.
A szakosztály tevékenysége iránt sokoldalú igény jelentkezik. A kvalifikáció irányába
fejlődő közgazdasági elmélet és gyakorlat művelői általában különböző szakmák területé­
ről indulnak el, - egyaránt lehetnek például közgazdászok, mérnökök, matematikusok,
- s így természetesen esetenként eredeti szakmájukra támaszkodva szeretik megköze­
líteni az éppen vizsgált határterületi kérdéseket. A specializáció azonban ma már mind­
három említett eredeti szakmában is sokkal árnyaltabb képet mutat. Vessünk egy pil­
lantást például a közgazdászképzés, - a kvantifikáció oldaláról tekintett, - széles
skálájál'a. A nagyobb létszámokat érintő mikroökonómiai oktatás, az emelt szintü
matematikára támaszkodó iparszakos képzés, a makroszakok többször módosított rend­
szere, (volt terv-matematikus képzés, népgazdasági tervező-elm~nző szak: matematikai­
gazdasági, vűllalati-modcllcző és elméleti szakágazatai, s a legújabb tervgazdasági szak
,, torv-matemucika blokkja", terv-modellek és ökonometria ,,al-blokkjai"), a közgazdász
továbbképzés már· kialakított és móg fejlődő szakdiplomaszerzési lehetőségei jól szemlél­
tetik a várhatóan megjelenő széles igényspekt.rurn realitását. S akkor még a mérnök­
és 1 matcmatikusképzós hasonló tendenciáiról említést sem tettünk, valamint ugyancsak
Hom beszéltünk a számítástechnika (rendszerszervezés) irányából érkező igényekről és
lehetőségekről.
A szukoszt.ály alapvető célkitűzése e változatos előképzettségű, de modellalkotó és
felhasználó tevékenységében, lelkesedésében rnár sokkal inkább homogén, sok fiatalt
is mugábafcglaló szakembergárda számé.ra szervezett társadalmi fórum biztosítása.
A szukoszt.ály első elnöke Ganczer Sándor volt. További vezetői az elmúlt 15 év alatt:
Bródy András, Kornai János, Bod Péter, Szakolczou György, Tardos Márton, Ziermann
lVltLrgi.L 6s jelenleg: Szép Jenő.
Az MK'T Matematikui-Közgazduségi Szakosztályának 1976. okt. 28-án megválasztott
vezetősége: .Auqustimovics Mári», Békési Gábor, Bod Péter, Csepinszky Andor, Éltető
Ödön, Forgó Ferone, Holabuki László, Kornai János, Ligeti István, Meszéna György
(alelnök), Murva Tamás, Ormas Zsolt (titkár), Simon Béláné, Simonooas András, Sólyom
Csaba, Szakolczau György, Szép Jenő (elnök), T'ardos Márton, 'l'óth József, Vári István,
Ziernuuvn. Ma,rgiL. 
A sznkoszt.é.ly rendezvényeinek alapvetően 3 típusát különböztethetjük meg. Havonta
egy a.lkalomrnal tartunk - általában egy-egy előadó közreműködésével -, legtöbbször
a TlT Kossuth-klubjában előadó ülést. Ha előreláthatólag az aktuális téma a MKT más
szukoszt.ályainnlc az érdeklődésére is számíthat, eleve közösen végezzük a szervezést,
s 1.1 szóbanforgó szukosztélyok valamennyi tagja meghívót kap. A felvetődő témák, meg­
vitatásra alkalmasnak látszó anyagok függvényében rendszertelen időközökben rendezünk
ankétokat, uiusuléselcei, fél vagy egynapos, ritkábban több napos időtartammal, esetleg
csuk szűkebb, meghívott szakembergárda részvételére támaszkodva. A Bolyai és Neu­
mann társaságok operációkutatási szakosztályaival történt megegyezés alapján három­
évenként szakosztályunk rendezi az éves -magyar operáciokuuuáei konjerenciát, s ezt a ren­
dezvényt társegyesületeinkkel összehangolt közös tevékenységgel sikerült is a szakma
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hazai átfogó seregszemléjévé fejleszteni. 1977 folyamán a szakosztály 15 éves fennállását
ünnepelve rendezzük a VII. Magyar Operációkutatási Konferenciát Pécsett, október 11
és 14-e között.
A felsorolt rendezvények részben vagy egészben lehetnek természetesen nem.zetközi
jellegűek is, a szakosztály - a lehetőségek keretein belül - , igyekszik ápolni a külföldi
kapcsolatokat, el6adók meghívását, külföldre történő ajánlását, nemzetközi szakmai
szervezetekkel a kapcsolatok fenntartását, tájékozódni a nemzetközi konferenciák rende­
zéséről, a részvétel elősegítésének a lehetőségeiről.
A szakosztály lapja az egyetlen magy,tr naelvű maternaüikai-közgazdusági folyóirat:
a Szigma. A szakosz.té.ly tagjai tagdíjuk fejében kapják a lapot. A lap további fejlesztésé­
nek támogatását, olvasó és író táborának szélesítését fontos feladatunknak tekintjük.
A szakosztály vezetősége rendszertelen időközönként a hazai operációkutatási prob­
lémák megoldását előrevivő pályázatok kiírásával s elbírálásával is foglalkozik.
Minden vonatkozásban feladatunknak tartjuk a matematikai közgazdaságtan s hazai
művelői eredményeinek és lehetőségeinek továbbfejlesztését, a szűkebb szakmából s a
rokon területekb61 induló erőfeszttósek egyesítését, összekötve mindezt a tapasztalatok
széleskörű elterjesztésével. A szakosztály és a Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó között
ebben a szellemben kialakuló jó kapcsolat feltehetően hosszabb távon biztosítani fogja
a szakma területére vonatkozó kiadói tevékenység széleskörű társadalmi hátterét.
Várjuk az elrnondotrakru igényt tartó, azokkal egyetértő s még sorainkon kívül levő
szakembereknek a szakosztály munkájába történő bekapcsolódását. Így tudjuk valóban
egyre fokozottabb mértékben megvalósíta.ni szakterületünk társadalmi összefogását,
egyre magasabb szintre emelni röviden vázolt, 15 éve elkezdett s továbbra is folytatni




Az Econometric Society szokásos évi európai konferonciáját 1976. augusztus 2:l -27-ig
Finnországban rendezték meg, Otanicmiben, amely a finnek festői fővárosát, Helsinkit,
övező számos szigetcsoport egyikén fekszik.
Otaniemi egyetemi és kongresszusi város. A Helsinki Műegyetem ragyogóan felszerelt
előadótermci, a modern kollégiumok és a nemzetközi tanűcskozáaok híradásaiból, vala­
mint a televíziós adásokból a magyar közönsóg előtt sem ismeretlen .Dipoli kongresszusi
épület nyaranta eg,ymásl; váltó tudományos és jelentős más nemzetközi rcndovvények
kedvelt szinhelye. Igy azután természetes, hogy ez a konferencia is nagyszerüen szerve­
zett és sikeres nemzctköz i találkozó volt, ami finn barátaink őszinte vondégldtűsá», a
társasági összejöveteleket és programokat illcti, t udomá.nyoa szempontból pedig mind a
hazai, mind pedig a nemzetközi programbizottság kiváló munkáját dicséri a színvona­
lasan összeállított tudományos program.
A konferencia programja meglehetősen zsúfolt volt. Erre mi som jellemzőbb, mint az,
hogy általában 10-19 parallel szekcióban, szekciónkónt 3-6 elöadásra került sor
naponta. Így például az első ,,munkanapon", kedden (a délelőtti és a délutáni ütósszakon
együttesen) 69 előadás közül válogatbatt.unk. A választás különösen nehéz volt e sorok
írójának, mert közgazdasági idősorok elméleti és statisztikai problémáival s általában
makroökonómiai modellezéssel számos szekció foglalkozoüt, természetesen még olyanok
is, amelyek nem ilyen elnevezéssel futottak. A szekciók elnevezései - néhány édlancló
címszóból eltekintve - ritkán ismétllícltek. Pontosan ugyanaz uz elnevezés csak ogy-két
esetben fordult elő, noha más-más címen, de ugyrma7, a témakör akár 10 szekcióban is
jelentkezebt. Gondolom a programbizottság az előadások konkrét _ismeretében alaposabb,
finomabb specifikációt szeretett volna elérni, ez azonban szinte lehetetlenség ..Példa erre
az, hogy külön ,,változó együtthatójú regressziós egyenletek" címen volt ugyan ogy szele­
ció, ismét egy másik ,,regressziós egyenletek stacionárius hibákkal", mégis e két téma­
csoportba tartozó előadások az ,,idősornlméleti módszerek" című, majd a ,,szimultán
egyenletrendszerek becslési problémái", ,,irányításelméleti 6s dinamikus ökonometriai
modellek" stb. és még sok más elnevezésű szekcióban is előfordultuk.
A konferencián megtartott 55 szokcióülésnek 52-féle különböző elnevezése volt. Éppen
ezért a címszavak felsorolása helyett; nagyobb témaesoportokba igyekszem foglalni az
elöadáaokat, megjegyezve, hogy e vállalkozás csaknem annyira reménytelen, mint a
programbizottság feltételezett eredeti elképzelése volt. Így például az a besorolás, amely
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a hazai operációkutatási konferenciákon oly annyira megszokott s amely különbséget
tesz matematikai módszerek és modellek, valamint számítástechnikai módszerek között,
itt eleve szóba sem jöhet. A számítástechnikai módszerek nélkülözhetetlen kísérői,
elmaradhatatlan kiszolgálói a legkülönfélébb közgazdasági-maternatika.i - meggon­
dolásoknak.
Vegyük talán elsőként azt a két nagy osztályt, amelybe a konferencia programszer­
vezői maguk az előadásokat sorolták, mégpedig az ún. ökonometriai (econometrics)
és az ún. közgazdasági-gazdaságpolitikai (economics) előadások osztályába. Az ernlített
55 szekcióülésből 2.S szerepelt az utóbbiban. Mégsem szeretném, ha félreértés esne: míg ide­
haza - és ismét csak a hazai operációkutatási konferenciák gyakorlatára kell gondolnon:1
- közgazdasági, gazdaságpolitikai előadáson az esetek zömében olyan jellegíi előadásokat
értenek, amelyek túlnyomórészt ,,verbálisak", abban az értelemben, hogy zömükben
nem alkalmaznak mélyebb matematikai ismereteket és gondolkodást igénylő módszere­
ket, addig e konferencián az ebbe a kategóriába sorolt előadásokra ez távolról sem áll.
Természetesen egy verbális el6adás is lehet brilliáns, feltéve, hogy írója brilliáns módon
alkalmazza a szóban forgó tudomány bizonyított tételeit új igazságok kimondására és bizo-•
nyítására. Másrészt egyetlen egy öonometriai előadás sem nyeri el puezt.á.n attól a tudo­
mányos újdonság rangját, hogy matematikai módszereket alkalmaz.
Mindezeket előre bocsájtva sem hallgathatom el azonban azt a tényt, hogy az e kon­
ferenciára benyújtott mintegy 300 előadás túlnyomó többségében (az élőszóban előadásra
nem kerülő, csupán írásban ismertetésre benyújtott dolgozatokat is beleértve) az alkal­
mazott matematikai módszerek meghaladják a hazai matematikai-közgazdasági vizsgá­
latokban általában szokásos matematikai és gondolati apparátust.
Allításaimat alátámasztandó felsorolok néhány előadást az említett közgazdasági
(gazdaságpolitikai) előadások közül.
D. A. Livesey (Cambridge) ,,'Lehetséges irányok' a rövidtávú gazdaségirányítésban":
c. tanulmányában Zoutendijk egy módszerét alkalmazta ahhoz, hogy numerikusan meg­
határozhasson az U.K. gazdasága részére rövid távú gazdasági stratégiákat. Az alkal­
mazott algoritmus lehetővé teszi az érzékenységvizsgálatokat, valamint a visszacsatolást.
Pict W. Moerland (Rotterdam) ,,A vállalat optirnális viselkedésformái" c. előadásában
olyan modell kifejlesztéséről. számol be, amely lehetővé teszi adott állami előírások
figyelembevétole mellett a vállalat reálfolyamatainak és pénzügyi folyamatainak egyidejű
optimalizálását.
Néhány, ugyancsak a gazdaságpolitikai osztályba sorolt szekciónak már elnevezése
is önmagáért beszél így pl. ,,Gazdaságirányítás bizonytalansági tényezők mellett",
,,G11zdasági növekedés és akkumuláció", ,,Játékelmélet", ,,Egyensúlyelmélet", ,,Az.
index számok elmélete és alkalmazása" stb. A bizonyítást ezzel be is fejezem.
Az ökonometriai előadások osztályába főképpen az ökonometriai modellekkel, re­
gressziós becslésekkel, szimultán lineáris és nem-lineáris egyenletek paraméter-becslési
problémáival, input-, output és szektorális modellek paraméterbecslési problémáival,.
termelési függvényekkel és nemlineáris beruházási döntési függvényekkel, a nemzet­
gazdaságok irányítási és tervezési modellezési kérdéseivel s nem utolsó sorban közgazda­
sági idősorok becslési ós előrejelzési problémáival foglalkoztak Ez utóbbi témában fel­
tűnően sok szó esett a Box és Jenkins álnal az utóbbi 10 év alatt kifejlesztett modern idő­
sorelomzési módszerekről, amelyeket - elsősorban hosszabb, legalább .SO elemű idő­
sorokra - sikerrel alkalmaztak.
Idősorok intordepcndens rendszerével foglalkozott az egyetlen magyar előadás is,
amely a konferencián elhangzotu, ,,Dinamikus főkomponens analízis" címen. Az előadás.
szerzői Bánkövi György (OT Szárnítáatechrrikai Központ), Veliczlcy József (OT Számítás­
technikai Központ) és jelen sorok írója.
Mindkét nagy osztály előadásait az jellemezte, hogy a kockázati tényezők, a bizony­
talanság számításbavétele, a sztochasztikus modellezés jelentős súlyt kapott bennük.
A korábban - más aspektusból említett - 2.S : .S.S arány itt az előadások megoszlását
tekintve a dinamikus és sztochasztikus modellek, eljárások, valamint a statikus modellek
és eljárások között 7.S : 25-re módosul, a sztochasztikus meggondolások javára. Ismét.
egy elgondolkodtató tény.
Két érdekes és figyelemre méltó gondolatokat taglaló előadást külön is megemlítenék.
P. Newbold (Nottingham) ,,Idősorok via ökonometriai modellépítés" című előadásában
azt fejtegette, hogy az ökonometriai modellek felépítésében sokkal nagyobb mértékben
kellene támaszkodni az eddigiekben elsősorban paraméterbecslési célokat szolgáló,
empirikus idősorok együttes rendszerében a modellépítés szempontjából is hasznosítható,
információkra.
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R. Harris (Kingston) ,,Ex ante versus ex post efficienoia bizonytalanságok mellett:
néhány javaslat erőforrások allokációjának mechanizmusára" című előadásában azzal a
problémával foglalkozik, hogy egy ex post efficiens erőforrás allokációhoz található-e
ex ante olyan decentralizált erőforrás-allokáció mechanizmus, amely egyensúlyi állapotot
teremt s megfordítva, lehetséges-e olyan ex ante decentralizált erőforrás allokáció
mechanizmust találni úgy, hogy az e mechanizmuson belüli ex ante választások esetén
létezik az allokációs mechanizmus egyensúlyi állapora és minden egyensúlyi allokáció
ex post Pareto efficiens. A szerző azt bizonyítja, hogy általában nem lehetséges, csak
speciális feltételek és megkötések teljesülésekor.
A szekció-előadásokon kívül két alkalommal nagy plenáris ülésekre is sor került;
Az elsőt H. Uzawa (Tokió) tartotta a dinamikus disequilibrium elméletről, a másodikat
J. Chipman (Minnesota) az aggregáció-elméletről. Ez utóbbi előadás Fisher-Schultz
emlékülés volt. 
Magyarországról örvendetes módon 14 kiküldött vehetett részt ezen a kitűnően szer­
vezet.t színvonalas konferencián.
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